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12. Sejam (G1, L) e (G2,0) dois grupos. No conjunto G; x G defina a operagao

(91,92) - (91,92) = (91191, 92095).

Mostre que G; X G2 com a operacao acima ¢ um grupo.
Sbl K

(a) Sejam (z,y), (a,b),(p,q) € G1 x Ga. (fica subentendido que z,a,p € Gy e
y,b,q € G2). Mostremos a associatividade para - em G1 x G.

(z,y) - ((a,0) - (p,q)) = (z,y) - (aLp,b0q) = (zL(aLlp),y0(0q)) =

= ((zLa)Llp, (yOOb)Oq) = (zLa,y0d) - (p,q) = ((x,y) - (a,b)) - (p, 9)-

(b) Sejam e e ea os neutros, respectivamente, dos grupos G e G2 (claro que
em cada um destes grupos o neutro é dnico!). Assim, é natural que (eq,e2)
seja o neutro de G x Ga.

De fato, basta notar que para qualquer (z,y) € G, X Ga, segue que

(z,y) - (e1,e2) = (xLey,yOes) = (z,y).

(c) Dado (z,y) € G1 x G2. Entdao, z € G; e y € Ga2. Como, Gy e Gy sdo
grupos, segue que 3z~! € Gy e Iy~ ! € G tais que
zlzl=e; e yOy ! =en.

Assim, é natural que (z7!,y!) seja o inverso de (z,y) em G| x G5. Verifique.
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13. Construa o conjunto das simetrias espaciais D de um quadrado com a multiplicacao
sendo a composicao, e verifique que é um grupo. Construa a tabua da multiplicacao.
Quais elementos geram o grupo?
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3 Considerando o esquema a seguir,

M 1

temos que o conjunto D serda D = {id, Rg,R,T,RxTn, R1,R2, Ry, Ry}
Pela tdbua a seguir, usando a composi¢ao entre os elementos temos que, o
conjunto acima é um grupo.

o id Rg R, R:%r R, Ro Ry | Ry
id id Rz | Rx | Rsz | Ry Ry | Ry | Ry
R; | Rz | R. |Rau | id | Ru | Ry | R2 | R
Ry | Rr | Rsz id Rz Ry Ry | Ry | Rum
Rsz | Rsz | id Rz | R | RN | Rm | R Ro
R, Ry | Ry | Re | Ry id R: | Rz | Rsx
Ry Ry | Ry | Ri | Rv | R» id | Rsz | Rz
RM RM R2 RN R1 R“Tx R% id Rﬂ.
Ry | Rv | Bi | Rm | Ry | Rz | Rsz | Ry id




18. Sejam a, b, ¢ elementos de um grupo multiplicativo G. Prove que (abc) ™! = ¢~ b~ ta" 1.
Obtenha x € G tal que abczb = c.

sal:
e
g. Basta usar a propriedade associativa, visto que G é um grupo. Assim:

(abc)™! = ((ab)e) P =cYab) L =c (b7 la ) =c b la™ L

vejamos agora a segunda parte do exercicio. Multiplicando abcxb = ¢ a es-
querda por (abc)™!, que obtivemos acima, temos

(abc) ! (abexb) = (abc)~'c = (abe)™(abe)(xb) = c b ta" e

=zb=c b la te.

Agora, multiplicando & direita por b—!, temos

b l=cb laleb = z=ctbta b
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8. Seja G um grupo e a € G tal que O(a) = m. Mostre que se a* = e, entao mit.
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_ﬁr—Scndo O(a) = m, segue que a™ = e. Suponha que a’ = e. Queremos
mostrar que m|t.
Por absurdo, se m ft, entao 3p,q € Z, 0 < g < m, tais que

t=mp-+gq.
Portanto,
e=a'=a"t =a" . g% = (a"™)Pa? = ePa? = a9,

ou seja, a? = e, com 0 < g < m.
Mas isto é um absurdo pois a ordem de a é m, ou seja, 0 menor expoente
positivo ao qual se deve elevar a para se obter o neutro e é m, e no entanto
obtivemos ¢ < m. Portanto, m|t.
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9. Seja G = (a) o grupo ciclico gerado por a e suponha que O(a) = m. Mostre que a”
gera G se, e somente se, mde(m,n) = 1.
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& Suponha que mdc(m,n) = 1. Assim, Ja, 8 € Z tais que ma +nf = 1.
Vamos mostrar que (a") C G' e que G C {a™).
Af 01. (a™) C G: é 6bvio, por definigao.

Af 02. G C {(a™): Seja g € G. Como G = (a), segue que Ik € Z tal que
g = a”. Logo,

g= gl _ g77z(1+n[7‘ _ gm,(y . gnﬂ _ (gm,)agﬂn _ g[)"n, _ (ak)ﬁn _ (an)ﬁk: c <an>.

Logo, vale a Af 02.
Pelas afirmagoes 01 e 02 segue que G = {(a").

Reciprocamente, suponhamos que (a) = G. Assim, dado a € G, temos que
a = (a™)* = o™, para algum k € Z. Ou seja, a = a™*. Multiplicando esta
igualdade & direita por a~!, obtemos

-1 _ ankafl

aa = """ = e = o(a)|(nk — 1).



Como o(a) = m, temos que m|(nk — 1), ou seja, Iz € Z tal que mx = nk — 1,
ou seja,
nk —mx =1,

o que equivale dizer que
mdc(m,n) = 1.

10. Seja G' um grupo multiplicativo tal que |G| = 100. Mostre que a equacio z’ = 1
tem somente uma solucao x € G.
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11. Seja G um grupo abeliano e considere o subconjunto T(G) :={a € G : O(«a) < oo}.
Mostre que T(G) < G.
Obs.: T(G) é chamado de subgrupo tor¢dio de G.
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& Primeiramente, observe que sendo e o elemento neutro de G, temos que

O(e) =1 < oo. Portanto, e € T(G), ou seja, T(G) # 0. Disso segue que T(G)

esta bem definido.
Dados a,b € T(G). Para mostrar que T(G) < G precisamos mostrar que
ab~t € T(G).
Como a,b € T(G), segue que Im,n > 0 tais que O(a) =m < oo e O(b) =n <
oo e disso

a"=e e O(b) =n.

Dai, observando que G é um grupo abeliano, temos
(ab—l)mn — amn,(b—l)mn = (am)n(bn)—m —ele™™ = e,
ou seja, mn|O(ab™1), o que significa que O(ab™!) < oo, donde segue que
ab=! € T(G).
Isto prova que T'(G) < G.
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14. Determine as classes laterais de H = (4) em (Zg,+) e o conjunto quociente Zg/H.
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