
ALGEBRA A o1110 /26 - AvLA 08
ー T
Na última aula teárica estudamos o importante

teorema La Logrange :
T. LAGRANGE :
~m Veja E um grupo finito e H

Entãe
, 1/16)

Ourijo, 7 mEN tolque m . 1H) = 16).

nois precisamente, un è chamto Le intice de H

em G, e el Lenotado por m = (G : H)

No que segue
nomor apresentes algumas conse-

quência Lessa Acoremo :

corolário 1 : Todo grupo finito de artem prima e
~

ciclico.

MEMONSTR.: Seje um grupo com 1G) = P,

onde P > 1 e um número primo.

Entre
, = geG , tolque g + e

Courite (9) = (gm : me23 .



Como <9) G
, pelo teorema

Le Logrange

segur que kg> 1/141 ;
ou seja,

Icg)//p ; condep équimo.

Arrim
, segueque Kg3X1 on ( < g)) = p

O, por construção , <93 contém pelo menos

Loix elementis
, g e e, ne que kg)l = p ;
_

、

ou seja , 192 contém todos os elementos Le 6
,

logo, (g) = G, rie, G e cielica
ㅸ

_

corolário 2 : Se 6 for un grupo tol que 16115,ー

entãe 4 e abeliano.

Hemowsth: Jeje um grupo com 19115

· se 141 = 1 .
Neste caso, = 223 ; logo,

labeliano
, pois só tem

um elemento para

operar com
si mesmo .

· re 141 = 2
,
3 ou 5 : como neste cow,

a artem é prima, pelo corolário anterior



segur que G é cíclico, e por um trormo

anterior (anlo 04) segue que a é abeliono.

· se 161 = P : neste caso temos Luas possibilitates :

↓ se 4 for cíclico ; então por terremo
ca aula or

,
a el abelismo.

22 : se não for cíclico : então solea
=

seguinte afirmação :

Ar Yx +e
,
x = e.

=

Lejase+e e consider a subgrupo
< u>= { rM : M ε 飞 } ,

Telo T. Le Fogrenge , segueque
Kn>///4) ; comiG)=+ ;

ou veja, (n)/)# Disso
, ugue

que Kayl = 1 , 1 < a)) = 2 on Kn)l=1.

Gov n +2 ; <X contém pelo

menor e e e . Logo , 12/1 .
Do mesmo moto

,
12x +P

, poi



I1 =↑, I GMoo I ciclico.

Portanto, Ka)l = 2. Ou ja ;

(x) = 4x , e3

Riso ; x2 = e - Logo, role a AF-
ㅢ

Assim
, multiplicando por se

à esquerdo, ven :

x
- : n̂ = x'e

(- ) u = だ
e

ー1
⇒ 건= x

Sou seja, toda elemento
e

simétrico Le si mesmo

Risso, Lador C
,BEG ,

entã

<B = (3)=5 =3 -2

;~ ~

ou seja, 4 é abeliona.
□

ー



-rolários : Sejam <HG ,
onde set

um grupo finito. Entre :

(G : K = ( H :) (Git)

Demonstr : Sejam < H < G.

Em particular, H. Entãe, pelo +- Le

Logrange, regue que 1K1/1H) , or seja, 7 mEN

tol que
M .1kl = t 1 CI)

A sober : m = (H :K)

Também temos
que
H . Entãe, pelo

T- Le Lagrange segurque (H)/16)
,
or rejo,

-> lEIN tol que

l . IH = 1 G 1 )

A sober : l = (G :H)



Do mesmo moto temos que G
.

Entre,

plat. Le Lagrange segue que 11/14)
,
or

seja, 7 WEIX tol que

w . lk 1 = 1 Gl (I)

A sober : w = (4 : k)

Re (I)
,
1) e (1) obtemos :

l. (m .
( (y) = D . 1H) = 1G) = w . (k)

⇒ l . m . = w . lky

=> *.m = w

G( =
o
*) H( : k) = ( : 1k)

□

_



~Lução De Exercicios

LISTAO2
_

HEG
;
IK < G

itK = 3 a. b - aGHebeks

(=) Suponha que HKCG .

A mostros : HK = KH .

AF- 01 : HkCKH :

_

Sa aberto
,
se HKYKH ; entre 7 dEHK

tolque <* K H . ( *)

Disso,

↓ tHk =
7h = H

,
7ktk fris que C=

hk
.

Con HK 3
, negueque'EAK; on vejo,

α
'
= UKJ= K'G

'
EKH

고해
Alim disso, como H

,
entre CEHK.

Logo ,



α" =
k "
i

'
=

' ,~

=>
'=[. Entã :

α = ゞ “ = 迎 *5= *!e
~ERt

=> EKH ; mas isso
entre em contradiçõe com)

Absudo !
Fortanto, HK CKH.

AF. 02 ; KH < HK :
ー

Dato d EKH
;
mostror que LEHK

.

Jean KEK e helt toin que

α = K.G .

Entãe :
ょ
=) = G ~? k

「
EHK

Como HK < 4
, regueque

< tAk.

(poin EHK) ·

Ino prosa a AFO2.

Teles afirmaçõesd e 02 segur a sigualdade,
or rejo , HK=H ·

_



(E) Reciprocamente, suponha que HK =KI.
A mortror : HKG .

Dados 1
,3
EHK

, precisamos mostrar que :

(i) d
.BEHK ;

(ii) 2' HK .

Camp,H ,
enter Th ,MyHe 7,EK

tois que
4 = h,. k, eb = hz . kz

～

Assim : h x

Loß = (h ,. K1) . (hrik2) = M.uche) . K2 =
_

EKH
=HK

=
h,.(h . [) .2 E HK .

wm

태 태

= f.BE HK.

Tsso prova (i). Motremos sii) :

n
=

(

9 , k
、
)
"
'
=

Ki' l
,

“

EKH = HK
-

HHWOFESE



↳

Logo, sale (11)

De (i) e (ii) negue que HKG

ー

HEG .

W ( IH) = 3 gEs : gH .g
'
=H }

: N(H) #0 : (i.e, está bem definita

e ENCAy, poir
CHet = eH . e = H

드
e

↑
ou seja, semultiplica
totor os elementos delt

Logo , N(H) #0 .

à esquerda e à Liseito
por e , resulta em todas
⑪ elem . Le Il



巡 : N ( H) < G :

Pado G
,3 e NCH), precisamos mostras

que :
(i) LBEX(H) ;
(vi) d

"
->> N (H) .

Tono *, S E N(H), entie :

@ H . 2
'

= It e βH .ー

Além Lisso :

)HcasjwmJH-Bix )
=α( H .β)α≡α H よ

ww
恐

납
=> (Cp) H . (aB) = I .

Logo,BE N(H) .

Resta motor (ii) .



Note que , como E NCH) ;
entre :

α H 4
"

= H

Multiplicante à esquerdo por a"
,

nem :

よ! ( 〆 より =
よ! H

s e H α
'
= α: H

=⇒Hα
"

= よ
"
H

Multiplicante a Lineito parX
,
sem :

t( よ)α=α “
H

- α

He = よita

=) H = 2
~^
H α

H = 〆
H
込 ) "

=> c'E N(H)
,
porento sic;

~
natonto,

NCH) < 6
.



le

ntn '
=

3niu '
:

GEH 3.

A motron:Ha > 4.

Rados G, E Ha

A motros : (i) d .BE Hal :

it α
"

t nHn!

Coma 2
,BEaHu", entie

,
7 he
,
hzeH

toir que 2 = xl , x' eßxhzx
-

Disso :

c.B = (xh , n) . (nhzi) =
～

= abywin . le(主 a^= uUil(前℃ utn”
～



x

a
"

= RUin
') " =

'

b," n
^

~

= xl, e -xHxt
눼
～

Logo
, x He

'
< G

.

ー

(a) Ank +0 fois eHeeEK,

logo , eHrK.

Dados L
,BEHrK . Entr

, A EHe

L
,BEK.

ComoH e <G
;

α
.BEH e a

. β EK .



Jogo , < .BEH1K .
( *)

Dada GEH1k . Entre
,
LEH edEK .

Como H, K < 4, reque que ['EH
eC'EK2.

satentos,
a
'
EHoK (xy)

De (*) e (*) negue que
H1K < 6.

ー

(b) exeriviv.

_


