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No aula passada estudamos grupos cíclicos.

[G,) e cíclico se 7 ge tolque ,
FreG
;

x = gu , per algum mEZ. Qu
seja;

3= (gm : me3 (we not multiple)

Na notação aditiva
, (a, + ) e ablico e

5 gEG tol que, FUEG ;
n =

mg jutL .

Neste caso,

に 3 mgimt から
Tento 4 áclico, esceremos

G = (g), e gtG e'um

genet
oime.



SUBGRUPO GERADO POR UM CONJUNTO :
_

Seja (G , . ) um grupo e veje a EG .

Consite (ay = (aw : mc2 ?. Assumo

que a não seja um gerados Le 4. Assim,

(a) + 6.

Af: (a) é um subgrupo Je E.

Note que <a) #0, poir, por exemplo,
para m = 0

,
temos a = e.

Dados 2
,3 <a) ,

nomos mostrar que :

(i) aße(a) ;

(i) =(a)

De foto, como L
,BE(a), então

7 P
,qe2 Asir que 2 = aP es = at

.

Amin :

(i) <B = a! at =ap
+qe(a)

, poin

Peg εa

(i) [" = (aP)" = a

-PE (a) , pox -pEz
.



-dento,dase
gups e Sch, um

conjunto nãovazio em 5.

Defina o subconjunto gerado polo conjunto s por :

1) = 9
..

9
,

... an : dies on aies)

Note que (S) +0. De foto; por exemplo,

dato a
,
es entre

, pela def . Le <3),

segue que ant (5).

AF- : < S) C G .

=

Refett
motoree

1

n = 9
.. 92 .... an

,
oute aits ou des.

Como s (4
,
então cada ajesc ,

i.e,

ajtG e ast tambem.



somo a e um grupo (e portanto, e fachado),
concluimorgu

n =9 ,92 …@
µ 、

EG EG EG

Tela arbitrariedade La escolla Lo
,
concluimos

que < S) CG

Moin que isso, o gerado jor s é mais que
um subconjunto, a um subgrupo Le G. Ou seja,
sole o seguinte osultado :

P약 : Rodo (4,) um grupo
e SCG em

subconjunto não razio Le. Então,

< S) < G.

#Monste: Jean C
,BE(S) . A moster :

(i) < ,be (S) ;

(i) 2
=
E <S)

.

De foto ,
como C

,SES) ,
entre :



α= 91 .92. …
am

: diEs on ai
'
Es

.

* = by . b. . . . . b : byes oubes .

Entãe :

αβ= 9 p . - az… amiby- … by
;

e como a Es on ates ;
bjes on bes,

segueque CBE(S) ; provente (i).

Tor firm, Jado C = 9,. 92 ... 9mE < S)
,

mostirmos que
E <S). De foto :

a
"

= $ ,
.

92. .9mj "

= annl an
.

"
,

… 9 i
"
. a,

,
com

ajes on Cajb Es
"

aj
=[E <S .

□



뿐 (2 . Y)" = Y-25% (en un groupe

De fato, Labor 4
,

4 E G ,
entre

4 . Y E4
. Jeja (2 .41"o seu inero.

Logo,
れ y) . ( uy)

'

= e

Multiplicanto à espende por ", rem :

式 ()y ). (ny )"
=

n ! e

" "n( ? . - y . (ny
)1

=
n
기

e

⇒ y .

②yi " =
nt

Multiplicanto à esquenta por %
,

nem .

y! ( Y . (uy )
'

) = y ! u
'

的
e

⇒)“ =と



Ex ! G = 31
,
i
,
-1

, -i) , equipado com o

produto usual em C .

Size S = (-, on mscore too rogio Le G

< 5) = 2 é o car.
Le produtor Los elementos Le

S
,
incluinto sur inversor

<s>=t 、 強 …
VISTO WA AULA PASSADA .

#noposipso: Dados (4, ) um grupo eSCG
, S0

Então
,
(S) é a menor subgrupo que contem s .

DEMONStR.: Jeje SCG e considee H < G tol
_

que SCH . Vamos mostro que <S) CH .

Rodo nES) quelque ,
nomor mostrar que~

uE lH .

Como nE < S) ,
entre,

n = 9
. 92 .... am : ai es ou ates.



· s 9; ES , como SCH, segueque diEH,

e como It4
, vegue queitEH,

Vie 1
,

2, ...,mz . Logo, conclui-se,

neste coro
, que n = a

..92 .... am EH.

· ne aïtES , como
SCI

, requequeEt
,

e como I+ 6
, regue que (ateI '

"

ai

Vie 11
,

2
, ...,m3 . Jogo

,

conclui-s
que

r = 9, 92 r …
a
9m

Elt .

Em qualque dos casor concluímosque
come queriamos mostras .

Tela arbitraridade La escola Lo se segue que

(S) ( It , FH Aolque SCH .

Ou seja ,
<5) é o menos subgrupo Le G

que
conten S.

□
～



ORDEM DE Um GRUPO :
～

Def? seje 4 um grupo . Definimos por mem
1, e tenotamos por a(6) on 161

,
como

vendo o mimero de elementos Le um grupo .

Quanto o grupo for finito excevemos

laka . ;

e quanto for infinito, escrevemos 161 = 0.

EXEMPLOS :
_

(a) (E
,
+ ) -

grupo aditivo
dos interror

Neste caro ,

1五1 =∞ .

(b) (Sa ,
0)

:
onde

Sa = [ id
, P, , Rs

,
R

,R3

Neste cor
, 151) =

6.

^



( (Sm ,0) ; onde Su e o grupo Los

permutações Le n elementos .

Nexte caso
,

I Sul = m !

C ) G = { 1
,
e
,
-
1

-i 3

1 ↳1 = &

-Posição: Seja 4 um grupo multiplicativo e
_

veja LEG
,
CFC . Entãe

,
são quivalentes

ar seguintes afir moços :

( ) IK α> 1 = mc ∞
'

(ii) = + =1 ;
tel que <

t
= e.

Neite cow,
<α>= う e の

、
”…のす。



morsi
: Jeja de, e convitere

<α) = ろ α”:
~ t もろー

Como 11 /ostem finita) ; entre,

7 p
, qEZ foir que

α
P

= 2
q

(X)
Tem perda de generalidade, assuma que PSq.

Multiplicanto a) à direito por 19 e),
obtemos :

αP 延=〆手廷 = 29ー == e

⇒ 2
"-f

, 2
P

.

27
= e

1

com P-q30 e P-qE2. Loogo
, P-q3, 1.

Denote U=p-gyl .

Então, obtemos

+ >1
,
con <

+
=e,

o que prova (ii).

(E) Reciprocamente, suport que
5731 tel que

<t = e
.



Vamos mostrar que

<α>= \ e 」α 、, …
23

(on rejo, que K
*)1 = m < x

.

Defina o nimero :

n = min { th : 2 t
=

e 3 .

At : <d) = 3 e
,
6

,
23,...,th, onde=

aur elementes são diferentes dois a Loir

For abendo, suporta que não .
Anim
,

eaiten P
,qEI ; 0 <P

, q < trin que

α
P

=
27 . (*)サ

Assuma
,

sem perda de generalidade que Psq.
Multiplicanto ( **) he 2'7, vem :

α の 24
=
24.29 =の=e

⇒ α
P - 9

= e
,

onte

O-q = minhttxt =es ;



mas isto contradiz a minimalidade de r
;

ou seja,
temor um absento !

↑atento
,
rele a AF

;
ou seja ;

<α) = 3 e ,
〆
」

よ…
ッぱ3

,
om

todar elementos Listintos entre ri.

Loogo,
(()) = e¢*.

□
ー

E 4 = 91
,
i
,

-1
,

-13 , equipada com o produto

em K . Entre
, temor que
( - 2) = 3 - 1

,
13

⇒ ( <- %》 = 2 <∞.

Logo, 7 + 31 tol que (11 = e = 1.

(no coso, t = 28
,

e tenor :

< - 1_ 7 = 31=
e
」ょ } ころは、 ー 13

_



&ASSES LATERAIS :

#Def! Seja(G ,) um grupo e H . Rolos 2
,

7EG,

dizemos que se e cânguno a y
,
módulo It,

e exeremos

n = y/modH) ,

un .y! H.

AI A congruência módulo H é uma alaçã

Le equivalência
De foto, elaéflexiva, imétrico e

Mavsitiva. Vejamos :
_

(i) REXIVA : nExe (modHt)
, foil

2 = x. k
+ EH .

ii)( simetric : nEY(modH) = Y = x(modH) :
ー

Suponto = Y (motH). Entre,

u . y
'
e (t .



Como H (ou veja
,

It é subgrupo,

vegue que (2 .%') EH
.,

ou ige,

C. y '
)" = '" a '

ε u ,

幽
itta & def .

Y . n
'

tH . ⇒ Y = u(madH)

(iiii) transitividade : n =Y(modH) e Y = z(modH),ー

ent& = z(madH)
.

De foto, suporta
n =Y(modH) e y = z(modH)

.

Satoe,
n .y'Elt e Y .E'-H-

Como It éum subgrupo de 4, regue que o

produtoLe seus elementos fica em H . Anim :

( n . Y
') . ( Y . E

"

) ε H ;

a que , por anociativitate :



U .
(YIE ' EH ⇒ U - E

'

EH
;

e

or reja ;
x = z(modH) .

ー

Da mesmo forma que a conquência mátulon

estudada na Antmética produz classes Le equivalência,
a conferência matulo I , com H

,
tambem

define classes Leeistência como segue :

Ψ= { Y EG : YEu (molH)} =

= ア 4 G : Y - な' EHS

Dessa forma :

α t ⇒ α = n(molH) ②

② α.
n
ε H ⇒

⇒ an
'
=
h : UEH -

② α na = bu . : Uelt



⇐ 2 =
Gu : UGH

El d =ha - Ha ,

onde Hx =2 h . x : heH4 , é um

conjunto chamado Leclone lateral à finita

Le H .

Ou seja :

π =
Hn

Analogaments Lefieis a classe lateral à

erquenta.

ー


