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DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR : Jeja f : - CIR+ IR
ー

uma funçõe exala. Definimos as Levinados porieis

Le regunta orters pori

2 = 붉 ( 삶 ) "

났 = 춰 (1) :

쭤게 = 늙 (삶) "

] DERIVADAS MISHAS며= 끓 () ) i

↳existium .

: Este conceito, embora enunciado para funções
Le tuo revivreir voir

,
amplio-se para mais

navidreir.



EXEMPLOS :

#fin
,
y) = x 2y + sen (hy) ·

ObteeEn
sol州轰 = zny + cos (uy) .录 (ny)

=⇒ v =
(xy + Y . cos (ny)

⇒ = 表 ( 装)= 品 ( 2nyty .ws)

= 21 t 7 . (- scn (ny) . y)

ㅣ며 짧 = 려J
u.v

_

=影 ( 装 )=影 ( InYty _ -ws (nn)) ระ
ส

~

=2n + 2
.(sen (uy) . x) + 1 . 0s(y)

ร
U

= 2n - nY .sen(ny ) tWSy)
～



Ainda : fin, y) = 434 + seniny) ·

⇒ 報 = µ
2
t ws (ay) . み

⇒ = 影 ( 崎)=縁 (' + a - oscuy) =
～

= 0 + x - (- sen(uy) -a)

=
- x2

. sen(ny)
~

u.v

-

n= 縁 ( 装)= 縁 ( ㎡+ a . oscuy)

= 2x + x. (- son (ny) . y + 1 . cos(ny))
= 2n a ny - sen (uy) t ws (uy )

#= 2 -ne . Sensuy) + ws(y)



Note que já tinhamos calculado a outro

Levinata mista :

≡2 n - aY . senCuy)twscuy).

Notomos que :

="
e isto não é uma "feliz coincidência" é

'

uma propriedade ; conforme a terrema abaixo :

TEOREM DE SCHWARE : Jeja fit CIR + IR uma
ー

função continua, possuindo Leviradas parciais

continueem se

vizinhança de um ponto (a,b) + int(r). Entos,

19, b) = (9,
b)



DEMONSTR . · Jeja F : e 1112" +1 nos hipoteses Lo

terrema. Jeja 30 e tome B(a
,b) (int(r).

S

⑧

a,)O
2

~one h
,

1 EIR toic
que (a +

h
,
b + 1) E int Bla, b)

·
xS(a +h

,

b +k)

い

Define 9 : [a , ath]+ 11 por

g (u) = f ( ,xb+k)b - f(n
, bb ,

( I)

Note
que
e continua e Crimel

, por hipótese
,

pois fo é



Estamos, então, nos hipóteses LateremoLo
(**)

volor médio (T .V.M). Entor
,
73 entre a eath

ー

Aol que

g (a+ h)- g(a) = g((0) . (a(+h- m)

g(a +h) - g(a) = g() . h .

Noteque g(n) = f(u , b +k) - f(u, b)

=⇒g'se )
=

( n,btb>- 表 fen、 b>
Assim, termos :

#.M .: Seja :Ca , b)+ R uma funçã continua

enta
,b) e devinoivel em ca

,
b) · Enter

, - <Eta , b),
tol qur fic )

=.
tanθ=ef ' cc) )

… …”

} ta- ta,⑪
、

ou veja noi existir un ponto c entre a el toquea
inclinação Laveto tangente ao gráfico neste ponto fica paralelo
à reta reconte

, liganta as extremidades (reto em azul)



g(a +h) - g(a) = g(z) .l

= 슭( f(co , h+ )-n f ( co, 6)) .h . C#)

Refina u (Y) por
µ (y) = 表 ( co,y) ; wn

7 ( [b, b + 1] .

Temos
queu

também é conte

Levinável
,
em (b

,
b+1). Estamos novamente

nor hipotese do +-V . M. Assim
,
7 do ente be

b+ 1 tol que

m(b+1) - u(b) = u (d) . (b+k-4)

= u(b+ k) -u(b) = u(d) . K

.,
onde :

µ (y) = 表 f ( 0,4)

=⇒ i µcy ) = 素({(《, ^), looe ;



ucd ) =+ ……)第(π)
Dino, temos ;

observando (1)
,
(1) e) :

g(a +h) -g(a) =欒巡品と=
u(b +k)

= µ (bt k) -µ (b) =µ
'
( do) . K _G

=&fo, do). he

⇒ gcathl agca) = ntca,do) . cl .
fra'th

,
h +x) - + (a+h,b)

_ 一

。
a
,
b+ k) - f(a,b)

=> + (a +h
,
b + k) - + (a +h,b) - f(a, b +k) + + (a,b) =

= 2nfCo,do)- kG



Divitinto por 1470, obternos :

#th,
h+K) -
+th

,b)-+

= efcco, do) . h .

Coro co está entre a eath
,

7 0
p
E20
,17

tolque c = a +ol

mda
+h

Da mesma forma, como do esto entre

be b+ 1
,
entre 702E[0, 17 tolque

do = be θuk .

÷biddc

Entre
,
exeremos :

#th,
h+K) -
+th

,b)-+

=cf(atRh, btOk)]Uhae



Fazendo 0, termos, no limite :

o + (a +h, b) = f, + (a,b)= + (a+0h,be

Dividinto por le 70, Obtenor :

表 5a最 flatai 9. b )

Farranto o limite com hto
,
samor obter :

表 (5 a ,b ))= 2 nf
(

a ,b )

1 的
y

(9
,
b) = uf ( a, b)

□

ー



些: f (u, 以 t) = a
㎡

y
3
+ uz

㎡
.

みこ ?

。 y = 表 ( 季) =表 ( 3~+o )=旦

。 = 吾 (装) に 縁てt)に '

# Embora enunciado e provado para funções
↓ 1122 emIR, o tecrema Le SCHWARZ role para

funçõesde 11m em /R.

- Amologamente Definimos Levinator main

alter Le uma funçãe a vários variáveis.

For exemplo : w= f(u
,
y
, t) .

=表 ( 表( 装)》 ;



yran ニ (前 (歳 (
砦
)》)

Outros notações para Levinaçã parcial :

。 棧 =℃ = fa = f
& Deriva na 19 Variável.

、

。 = Dit = ty = ?
」 PEnivAPANa

Variável .

。二路 = fa = fッ

·  2 = Day = tes = Per

。て =
路 = fea

=
te

. 짧게 = 뭐= tay = in

ー



Def Seja F : eCIR+IR uma funços com

Leviradas parciais continuas até a segunda ostem,

Definimosaplaciano Lef por :

At = 짧*
Fora funções f : e <RM-IR definimos Le

forma análoga : sento + =41
, 42, ..., 4m) ;

entroto
Af=←…+ 禁こ
= 幾

Dizamos que una funco f :
e CW-IR e

harmónica quanto Af = 0.

EX-1 A funçoe f(y
,4) = In (n2+y2) el=

harmónica ?

Solusto : Frecisamos verificas se Af = 0.

7 = lover =14 = #



。=式yzin 永)= -石
n-u図

ㅿ

=⇒=urtl
)2一選=

=
\n。=に

“

“=㎡(̂
*̂^

)、r -上二

=㎡)と(一)と

Sortanto,

然二翠 +翠浄二巡」で +と

一器(
-n
'
+zy
'
+zn

' -→
y~/ ー =号

=> Af= 0 ; logo, f é hormônica

ー


