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Na aula passada estudamos o teorema de

Guen, que transforma um cálculo Le integral Le

linba de um compo retorial F : e CIR-IR2 em

uma integral dupla.

U : (a
,
b) -> IR2 uma reccionalmente

suava
, fechada, simples. Entãe s sendo

# (x
,4) = (P1,7)

,
9914

,
9)) um comparetorial ch

entre :

Jopdutsdy = SS짱 -)) dA ,

2

onde e é a região interna encerrada pelo

una fectada V
_

Vimo
que uma cura U : [a

.
b] -R

é parametrizada pelo comprimento de ava se
* te

,
to ([a,b) ; (dHlldt = t ,-t



&posio : Une curaU : [a
,
b) - 11h e

parametrizada pelo comprimento de co es,

e roments so, 11 γ
'

(5) 11 = 1 .

#str,Home que 110 sts)) =1
.

Vamos motros que V : [a
,
b) - 1122 e

parametrizada pelo comprimentoLe ano.
De foto, Lodos to

,

t
,
t(a

,
b], temor ,

ts 다

{ 北= ! 。 . dt = t 。“=
“
1
um

Logo ' ↓ é parametrizada pelo compr
mentoLe anco

(=) Reciprocamente, suporta que Vieje
parametrizada pela comprimento Le aco.

A motion : 118'(A))) =
1
.



iregine eDH)
=) r')lid.e

Entre
,

ectl = o
"

ircuyllda = t - to
↑

pois V
e parae-0=> l(t) = t -to Avza La pelo Leareo.compar

Assim, Levirando &(7), somos encontros :

幽
Tor outro lado ;

型 = 哉 ect ) = (!
「

hr' v ) ln

= 2～
t- F .c . (Partel) ,①ー(gisst )goaydo CAYculo 2



=⇒118"5)) = e'st ) = 1 . =115
□

ー

EXTENSÃO VETORIAL DO TEOR . DE GREEN :
_

No que segue
somos aposentos extensões

retoriois dot be green,

Jeje U : Ca
,
bD + 12 una reccionalmente

wave
, simples e fechada, e parametrizada

pelo comprimento de aca. Lada por
1

w(l) = (u()
, y())

Jeje E'M) a metor tangente à V11]

em um pontoA sobre U
.
Entãe :

'

t .)? =γex) = (崎 , 梨 )



,
E'n)

÷γ
Defina também o retor 1) por

n
^

(y) = (紫 , 一梨 )
Então :

ta ) . n (0 ) =( 祟 , ) (* , 一 )
～

= 禁梨一紫梨 = 0

~

Logo, /1) é a retor
normal a

El
,
e entãe

,
normal à curt no

ponto A '

*
" (∞)

,
E'(n)

·

≈γ



Seja F = (P
,
a) um compo netorial

20 112?

Então, calculando F. (1)
,
termos ,

F .
π n) = ( Q) ( *, 一步)
～

= 紫- Q梨
～

Dessa forma, a integral solve y
Lo produto escolar entre o campo e
o vetor normal in 11) sena:

DF . nco, ds =p - 9紫) . ds
γ γ
~

= ppdy - 9du = CQ 幽tpdy =
γ

籥



%一一崎)] dA =

= 11舞 +) dA = J 5rE. 山 A
'

나 2

* Lir E ～

=>(F. musde = ()Lir F. dA
γ 2

Ou seja, acabamos Le provar a seguints
veneltato :

Teorema da Divergencia (ou Teorema De Gauss)
ー

Sejam F = (P, Q) um campo retorial,
V : Ta

,
b) + 1122 um cominho felido, simples,

recionalmentemave
,
e (1) um nete

normal à cuva U onte V é parame-'

trizada pelo comprimentoLe areo, entre :



# F. asde = JShim EdA
,

γ 2

onte e e a região interna encenada pela

urna J .

-uomto o neto tenyute I') = (e
,
步)

,

consideranto F = ( P
, 9 ,R) , com R =0
공

calculando a rotacional desse compo
,
temo:

λj i j
roffc 덟 즈 크

'ㅣ 苦2YXZZ
R p9I {"t →t "t

= 最(“最) で+ (一よ+ (器一翌)を
뇽 π 지 ㅸ



= (一舞 ) と
notE = &8freely ( 5

⇒ rot.
～

= (一裂)E.it=(装一聖)
～

balculanto

E
.
T'it ) = ( P , φ ) . ( 背 ,梨)
~

= p梨
Assim
,
termos :

BFtindr = ( + Q小山
γ γ

= ppdu +Qdy一 (2 dA

γ 繼 "

rotf..



,F . tlobd) : IS rot FiinidA
,

γ 2

ou veja, acabamos de motros a reguinte
resultado :

TEOREMA DE STOKES :

&famF = (P, a) um campo vetorial,
V : Ta

,
b) + 1122 um cominho felido, simples,

necionalmente more
,
e Es) um mete

tangente à cursa U
,

outr V é parame-

trizada pelo comprimentoLe areo, entre :

F .t ' asdi =fJotik. da,
γ 2

ante e é a região interna encenada

pola cura J -



Vejamos um exemplo .

Ex- Verifique o terrena La Livergência para
o compo En, y) = 24 i + 5247 , vendo

Lado

pela circunferência x +y=+.
1 E (0,2) ·

Solução : " , re Wie] = Close
,
sere]

u (s)= ws s

ㅓ
+

1
'
다 { Y (u) = seno

ㅢ

=、 x
^

t 些
=ωsn + senis=1

~

Note que O e pasemetrizada pelo compr
meto Le auca, poir sendi'

we) = (-sens
,
coss]

,
temos :

= 118"n) l 1 =V(- sennVse = 1
_

~

Precisamos verifica que

6 F . in] de = () Sir E.d A .

γ ~



sento Fin) = (d ,E), entre

n "( n ) =(
*
,一步 = (ωsn, + senn)

Assim :

jFind ↓= !
“

nn
,
5ny) . ( uso, sean) d) =

~

- I
*

12 come
,
5cose . sems) · Crose , seve) de =

ㅇ

='Bare . cose + 5. serie . cos) de =

ㄻ

{ seme? (weds) + 5 ./
*

Gevel? corde= て 一
_

_

ㅇ

Sulder =w ec
nasem =1 fmaconds

=九望 |
。

“

“
* 5 . 響

!

。”

=



seri2n-un0
+
5 . (semi-ser

=Poliside=0()
~or outro laha, 9 ร
1) dir FdA =

2 …
27u

ㅢ

哲一)da = { /( 0 + 52)dndyに
p ㎡

=← 1buid

,“=
. 5 " 」

o 、o. dido =
2 ร

= 5
.悲 。

.

jrdo = 5-ano%” !“%จะ
- P=0

= 5 .(.-
일.(국 -0

)= 011



= 台0② **

De (*) e ( **) segue o resultado.

ー

- Fin DO CONTEÚDO -

EXERCICIOS :
_

List'4 12 :

ー

A mostrar :

g g. Tg. nde =() (g
. 1g + 116gl(2)dA.√

r
g
Jin



Selo T . La Livergência, senti um

compo retorial :

6 F .

inide = () Sir F. &A .

r 2

Tome i = g .Jg = g. ( ,)
~

= ( g엔 8
F로 Fi

Neste cor, termos :

2in = +=最表 ( g- ) 協 ( g-装)

ェg- 表() ++縁り浄
= g 。 て 「( ) ^±g + () =
_⇒ =



= g (器 ← )+ く ㎡+ (㎡
_

1q Nogip
0g=( 짧 ,)

= g .
Ag+ 117g/12

⇒ Lim E
=

g - Ag + 110g 1 l
고

Assim, negue que ; pelot . La Livergência :

foiFnagds = IS LimFidA
γ 2

出g. ognin' . .AgtIg
～

。



12

->
T . LaDivergência

=

ー

늠

usã : Pelo t . La Livergência
,
na famulação gera :

& E.de=/Sinda
γ

Tume I ' =t .ag ～ = f .( 悲崎)
= 延装、十」
~

FL Fr

⇒ Lir =+= 表 ( f ) +縁 (崎)

= 5 -最表() +蒸翠+禁_
- …



_

= {浜器 +縁 )+告染)崎別式
r

g

=f-Ag + 7f.

=> LivF = f - 1g + 5t . Jg .

Portanto, pelo T . La Divergenare, roud
encontrar :

⑧Emn)de = fSLim F .
dA

_

쁘 그
⑪ "

⇒

8 f . 5g. mn)de
= ()(f .Ag + 5f . 5g)dA.

γ 2

=/) f .Agda + 190f-
5g . dA.

→

⇒ % t.agdA = { f- og -nasdot- sg -dA


