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ー X
Encerramos a aula passada com o Teorema De

LEBESGUE :

F : A CIM-IR é integrável no bloca Ac12M

MT . Lebesgue .
a conj. D Los seus pontos Le descontinuidade

tire metide nula
,
i .e
,
met (D)) =0.

～

CONJUNTOS J-Mensuráveis (MENSURÁVEIS SEGUNDO JORDAN)
ー

Vamos definir este importante conceito. Anter,
paim, apresentamos o conceito Le junção caracte
nitica.

↳ef. Seja X CIRM um conjunto qualquer
Definimos a funçõe característica de X

em irm por : 5 :RW + IR ;X

\

S(u)=
2, xneX{ nxtX.
'



FATO IMPORTANTE : os pontos onde a funçõe
ー

característica e Lencontinua comepondem a

fonteine Le X , i .e ; 8X.

Er em IR
?: 5x : 1122- 1R

Za
"

”
:”感1 Para zero

,
dependendo Se le EX on nX .

/Logo
,
PERDE CONTINUIDADE NA 2 X .

Def: Dizemos que um conjunto XIRM e
mensurável segundo Jadan ou I-menseminal
ー ー

se a função conecterística 5 : 1 + IR
X

for integrinel.



Neste cone, o
volume Vol(X) é definita

hor Volx ) = nS×(u )du

EX , yR
2
. x = B含 0)

;
R> 0 .

Entre, =
0

re * )=品的 du=0,
a水菲

、
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= Jnda + o = Jdn = are

co) B(0)
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rotnt- EXEMPL : X =(1 ) 0I) ×( , 1)^I)

X é a quadrado 20
,
13x10

, 13 contento

totor or portos (a
,
b)
;
com a

,
be1 sinacionais

X é -mensurável ?

Não é pois a função característica s
,

não

er integravel . Mas isto é dificilte ver
Forna-re mais fácil com o seguirte
vesultati :

Aoposi : Um conjunto x (12mei-memunovel
1
,
e comente v

,
met (2x) = 0.

↳EMonste
De foto

,
taste ora se

_

:



X è i-mensuménel 5
,
for intregraml
# +.de lebesgue

o coup Da Le portor
Le

texcoutsimuitada de 5x times
metida nula, 1ie;
med (D =0 .

# FATOanteime
as

Ds
,

= 2 × ,
i .e ;

met (2x) =0.

□

Assim
,
roltoutr no contrt-Exemplo;

temo

que : X - Lo,. I )* CE,JNI) e o

quadrado [0
,
17x 10

,
13 com coordenados inacionais.

un

。"bD
; 9
,htII.ㅣ Então

,
Lado <(a

,
b) EX;

Asso
, B(4X , poi



pela densidade CQ em/12
,
ni existir

Centro La B pontos com alguma coortenado

nacional
, fazendo com que a tola B nãe

fique no int(X) .

Conclusão : int(X) =0 .
Fatento
,
toto

ponto de X paterra à fronteira ; or seja ;
2X = X .

Dino,me2x) =
med (x) = anea =

= コ × L = 規;
=> met (8x) + 0

Logo , X não é 5-mensional.

_



No que segue, nomos apresentos a conceito
Le integral em conjunto Xc1M mais gerois
Lo
que um

bloco ACIM.

Seja f : X(112*+ 112 uma funçoe limitado

em um conjunto 5-mensurável X CIRM
,

X limitado .

Entãe
,
existe um blow ACIM tolgue

* CA . Dessa forma, defina a extensão

↑ Let no bloco A por :

F : A c112M-+ 112

Iin ) =品袋
A、メ*

Ou seja,

i Fsu) = f(n). 3(n)

XCA .



Anim,
temor que :

! 't : ftg= { tg'itiatig :ft
conclusõe :

bt = { f .

Ou seja a integral d uma funço em
um conjunto I-mensuranel X consponde a

integralLe extensã I do num bloc A

contende o coryX
,
tol que , for de X , a

extrusão é vala.

proposi : Sejam f , g : X CIRM-IR funções

integraveis em um conjunto 5-mensurinel X,
e < EIR

.
Entre
,

relem as propriedades :

of) f+ g e'integérel, e

{ t +g ) = xt + yg .



02) c f é integre , e

Jc f = cSf
× X

03) se f7, 0
,
entre +30 .

Alim Lina,
×

en +ag , enter+ g.

·4) se X = AUB (uniõe Disjunto) ; entã

f = % 5 +5
～

EnOREMA: L'uPGRade" do teOrema de LeBESGUe)

Jeja f : XCIRM-, IR uma funçãodefinita
em um conjunto10 mensional X . Então, fer

integrável es , e somente se, a medido Lo

conjunto Dy Los pontos de descontinuitade
Gef,

tives medida mula.



CLEMONSTR-! Jeja f : X (112M+ 1R2 com X

I-mensável . Seja A CM um blow tolque
X CA . Define F : A CIRW-1R a extensõe Le

de f no bloco A.

Entãe, os pontos Le Descontinuidade Lef
eños or portos Le descontinuidade Le F ; ou seja,

PfCPf .

Alim Lino, a extensi Item ,
alim Los

poutos Le Lescontinuitable Gf , or portos
La

fronteira Le X como descontinuidade
,
on veja,

P
, cDy cDu(aX) .

Entãe
'

med (D) < med (DE) -> med (D1) +med(x)

Como X e mensurável segundo Jordan,
temor que

met (2x)= 0 (c . + · prop. anterior
Assim, temos :



med (PD) -> met(PF) 1 med (P1) + o

on reje med (D1) = med(PT) (*)

Disn
,
tem-se que :

=> St = (F Es met (D) =OE med(D
t . de (*)

rebesgre
clássic

□

～

INTEGRAL DE RiEMANN :
ー

Jeje +: CIRM-IR uma junçã limitada

em um conjunto 5-mensurável X . Seja
D = 4 XI

,
X2
, ..

Xn3 umaComposiçã

Loconjunto X, ou seja ,

* = XLUXX 2 V … UXn ,

who X
:
e -mensurand ; e



int(Xi) 1 int(Xj) =* se i+f.

(ym EX- ! f : X (122" + IR。 =

lembra um

"Casca Le testage

× . 1

\ "y

최
𡡞

×

A somo inferior e superior de fem relaçãoa

esta Lecomposição será, respectivamente :

e (ti , D)= m
.voldx

s (t ;D) = Mi.Vol (i), onte



mi = inf . fin) e M
.
= zup f(s)

utXi nε Xi

Seja EXi um ponto

D qualquer . Entre,
* ก

m x t() <Mi , (x)
Vit 91

,
2, . ., wb .

Defina a Lecomposiçõe partilhada D* por.

D* ( f ; D ) =tei). Vol ti( )

Assim : Le C*)
,
multiplicando por Vol(Xi),

em cada i
,
ver :

m .Vol(Xi] +(ci) .Vol(Xi] { M.Vol(xi)

Tomando sob todos or Indices :

会 mrVel(xi ) ≤ε fcce)NelX≤±" iolxi)



Ou seja;
~ (f ;D) < D

*
(t
;p)[S(f)i D)

Isto constitui um esquema pour a prove
do

reguinte resultado :

TEOREMAL Uma funçõe f : XCIRM-IR limitado
_

e um conj
. I-menuirrel X é integrável,

e

St = him i . Vol(.
m- 1


