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Encerramos a aula panada provando o vitério

Le integrabilidade e apresentanto um exemplo te
_

cálculo de uma integral em um blocado (Lupla)
recortanto o critério de integrabilitate : F : ACIRMIR

uma função limitadam blocAMe

integrável em A,
, se, e somente se

FEXO
,
7P partiçõe de A tol que

S(t ; P) - e(f; P)
< 9 .

σ

# S(t,P)
:ummiti
; ;

(M"
"
"" rumoualuolll

,

Fae (+ i P)

ㅠ
FIXADO E>0

;
Vai existir uma partisanP Qual S(f;P)-act; P) <S

Con veja, o uno fica pequena



Fizemos um exemploLe cálculo de integral por
definição, onte vamos propriedades de somatório

;

toir como :

。 当= 1 + 1+1 +- - + 1 =M
ー
~ aditivos

m

∞ Ʃ む
= けて +3 t- …+ m

=*̂望
e = 1

。^㎡=
～

Vejamos outo exemplo :

02) Umaneviante
La função De Dividilet.

t : [0,13 x 10, 13 + 1R Loda por
'

\1,
u4

,
4 =Q

fin
, 7) =

10 , nenonYQ

AF.. f não é integrável
=

Seja P uma partiçõe qualquer Lo bloco
A= 10

,
1x10,13

,
Leterminanto subbloco



BEP . α

i
.
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Devido à Jensidade Le Q e
de # em 11

,
em

cada subblica BEP conterá pontos nos quais

ambos coordenados serã vacionais, e também pontos
onde pelo menos uma cortenata não é

Ou veja : VBEP :

mi= inf. f(m) = 0 e Mi = sup f(n) = 1.
nEB UEB

Disso ; tem-re que :

SCt,P = =2 ·MaiVol ( B) = =5 Vere (B) =

~ BEPYz BEP

=
Vol (A) = free teA = I . 1 = 1 .

~

=1
,
ApporticedeA .



Sotoo

,
It = lieS(t , )= e

m-1

∞ )

For outro lado
'

e(tip) = [wi .
Vol (B) = 0

,
XP-partiçõe

BEP ミ
0

Logo, ∅

_

+=(
f ,P) = 0

~

~

→↓ ** *)

Portanto
,

Lo (*) e < **) negue que f não e

integrável .
ー



~
Troposição:RIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA)

Sejam +
, g : A CRM-112 funções integráveis

num bloco A do 11m. Entãe
,
solem as propriedades :

of f +g e integrável, e

{ teg ) = . 5 + % g

02) sof e integrare , onde (EIR
- e

Jarf = -ft .
A

·3) Je +>,0, entie J + 0. . Além Lin,n
,

ne +g, enter SK, S g

o 0p IfI a ftI .

os 1e A = X UY (uniõe Lisjunto); entre

bt = . t + { t .
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Estrato: Formos apena a prove do

popirdate 03.

Juponha f >,0, on rgo, fin) >,0 ; FreA
.

A motor : So
Dada P uma partição qualque Lo bloco A,

regur que
VBEP subbloco Le A

,
tem-se que

Mi = sup f(n) 3, 0.
u = B

'

e como

vol (B) >O,

entör :



5f = inf. S(f ;P) = rinf. . EpMVoD), 0
A Departiçõe Prpatiçõe >oa

m L A L A ㉚

Ou seja,

+1,0
Como f é integrável, tem se que :

St= I+0to
Isto prove a 1a parte La propriedade 03.

Resta motros que : 10, g , entãS %

Define h : A + 11 por

h(n) = f(u) -g(x)

Entée, hin)>,0, UnEA . (pois +>, g,
vor hipätes

Anim
,
pelo morado na primeira porte

, segue

que Jh.,0



Ou seja :

多 * -名的卡多 (ε⑧= { µ≥ 0
⑭iedADe

↓ t- 約 g ≥ 0

DSg
□
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INTEGRAiS EM Regiões MAIS GERAIS
ー

Até o mesente momento estritamos integrais
miltipla Lefinita em blocor Lo Evecinamos

aranças or estudos para regiões mais gerais.
Fora isto

, precisamos apresentos alguns conceitos.



CONFUNTO DE MEDIDA NULA :
ー

A ef: Dizemos que um conjunto XRM tem
medida unla em

m

,
e exeremos med(x) =0,

n
,

feso, existir unasequência () Le
abector L0 112M

,
tel que

XUvol

Vejamos alguns exemplos ilustrativos.

o Em 112
; uma uma tem metido nulo,

pois no plano, uma cura tem área zero.

y α f

べㆀ
리

Ou seja, fixado 530, pode-se construir uma

sequência (n) Le abertos colvindo a cuma, e veja
somo Le mas ávos veja menos Lo que 20.



021 Em 112, o conjunto IN Lor mímeros naturais

tem metita nular
.

¢) 일 욱 임옷' -

Fore 30 ;
O&

Defina (n = = B(m) = (n-,n드

2µ+2

⑮
n- En+2 m + 오

2
n+2

Nete cono,

N En
, no
constru

Alim Lino, obserme que

Voli = complimentoLo intendo in

= でて= 意



Anim :

& Vol (()= =

저 = 1

～

=+ 臨+←…

= 表片志当ん
SOMA DE P . S . DE

RAZAE 글
CINFINITA)

= 言産 =りく、
~

Sotento med(IN) = 0
,
or reje , N posse

medida
zero em R.



TEOREMA DE LEBESQUE : Um funçõe f : ACIM-IR
ー

definita num bloc A 2011m é integrável so,
e somente se, o conjunto P Le seus pontos de

Lescontinuidade
,
tires medida zeo.

A demonstraçã Lessa vultado nãs é Lada em

cursos de cálculo.

-xemmlos : Em IR : Lo cálcdoz
,

tem-re
; re

↓ tires o gráfico :
y α f f ≥ 0 .

/nilllnn
+ =área abdico do gráfico, embora

f seja descontinua nos portos en

De foto, f é integrável neste caso
, pois o



conjuntoLe pontos onde fe descontinua e

Df = 3 er , 423 , e

med
. (Df) = 0 .

De foto ; fice aso qualquer,

Ʃ→bio
" e rije

CL = B臨' ;
C
2 = B (2 )

Satoo ByC!W = ·ผู ~ ‰

~ AVol = complim
· (s + comp. C =

二 と 一 。 t 2
. を =

‰

二→二 < E .

~

=> met (D1) = 0 .

~A função de Dividlet apresentada na inicio
Le anlo : +: <0

, 17 x 10, 17 + IR ;

f(u
, y)= {

1, sx,7eQ
ㆁ

1 , nueQ on YEQ



não é continua em nembum ponto de to, 1x0,13.
logo , Pf = (0,17 x [0, 1]=A .

Entãe
,

med (DA) = área Lo blocat = 1x1 = 1.

= 1metDf ) ≠

Logo, a funçõe Le Disichlet não e

integravel.

ー

~no CARASTE RIS.TILA

Def-! Dado X < 1RW um conjunto não regio=

Definimos a função característica em X por

y (n) = { tiuneXㆁ
,uxGX .

Um foto importante que precisamos menciona

FATO : O conjuntoLe pontos de descontinuidade
=

La funçõe conecteristicay coresponde a

fronteira La conjunto X, ou seja,
à 2x.



ya 5x: X(1122 -- IR .

☆ z

u

retha → 四:
DE O

parAI .

Frente a este conceito, definimos o volume

Lo conjunto X por :
vol(X) = J. 3, dx .

1Rm

= Em 122 : x =B0

Vol ((BIOT) = ·S3 Andy = =53* Spend t

=+品、 = る = ARマ


