
⑫+26 - Aula 22clos,
TuRmA +s .

A aula passada foi encenada provento o

vitério Le integrabilidade :

F : ACIM- Ir limitada no bloca A c112

fe'integrável E. VEX0
,
7 P partição Le A

tol que
SCt ; p)

- p(f;p) <E .

延刻瘳雅—一→善喜な品警←ntiaou(fi
路
No que segue ,

Loremos um exemplo Le cálculo

Le uma integral no R2 (Cupla) pala definiçõe

: balcle S2x + My dady ,
sendo

o retângulo : A = [0
,
17 x 10

,
4).



#so:obs: z= 2x ++Y é a eq .

Le um

plano 123 Entos Y(24+17)dady formerá o

A

solume La sólido limitado polo stángulo
50 , 13 x10,4] no plano sy a pelo plano facy;·

an

,m
리

Vamos à revoluçõe Lo problema.

Jeja t = f(x , y) = 2x +PY no retóngulo A

a

나 Fee P = P
+
XP

2 uma partiçõe
_ vegular Lo bloco A ,

onte

、 P= Livide [0
,
17 em n sabin-

-
A tendos do formal regulares) :

An == !;
: M

e Pr Livite o internalo 20 ,4] em un subinter



valor regulares da for ma

AY = 砦 = 岩

. 속예품 ,cwmpwcrs
An =슈

3.블>-

2一岩4
매=

T
_

m
∅

言 :
:

'
e

Yao
topo sienrtowin

ㆁ BlocOs.

↑

뉴

O noirme Le cada um Lentes subblocos B

La partiçãoP será Lado por Cávea) :

vol (B) = An .Jy = 去是二的/~
~

Coro f(u, y) = 24 +4Y e cercente em A
'

então o mácino (supremo em cata subblico

BLP será no conta superior Lineito :



엷
· =

SY B

sx

Ou seja :

Mi =- mpfen )= tay) \
n = :

~ B 허

y밖

= と 路 な悲二路 + 禁 、
_

Assim; montanto a soma superior, ver :

e

s (tiP) =εpM
。√ olCB)

=

参
(

≈)品

= ”
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品+ 感。) =

=Ʃε“ 品 ) +(①=(
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PARA jo PARtyi



加能 + 無崎”ま
U ω

い 1 + 2+ 3 + - … 」 =m

m

=µm쁠
“ 器%← 品無「=

라

=で+ 無“品_

C +블
=‰“ +力 =

y ^

= 岩 ( い t ^) + 3幾 =

= 会 な
← 崎+ 3 て = 芸 ← 答+ 36

On seja :

sCf; P) =告崎 + 36



Entre
,
porsento o limite com m

,
n+;

semos obter :

5 名 f=
…

xs(
t
;P )=燕。 36

= 36

m μ ∞

=
Analogaments se mostra queSt
Entie

,
I s' integroivel, e

af =
36

rea:((x +1)dudy =36.

ー



02) Uma noviante La funço de Dividlet :

f : (0
,
17 x 10,1] + 112 Lada por :

โ

fl4, 4) = {
2
,
ren

,
yEQ .

ㆁL, nnE/qou 7(Q .

^

^

⑫ Sege P = P
, xPe particoo

A Lo bloc A = [0
,
1) x [0

,
D.

ㅇ 1
'

CaJa sub-bloco BE P

conteró pontor com

coordenados sacionais e inacionais (Levito à

densidade Le Q e I em 1R).

Assim
,
VBEP subbloco de A

,
tem-se

que

mi = inf . f(n) = 0 ; Mi =epfn-=

nEB

Assim :

s(f ; P) = [Mi.Vol(B) = S Vol(B) =

BEP
BEPT
=Vol(A) = =Give = =1 x 1 = =1



= Sctip) = 1
,

FP posticos.

20g0 . I.mt = r . (*)

For outra lado :

1 ), PS = =2miNo CB ) = ·
BEP등

=> e(tip) = 0
,

FP postiços de B .

=tto()
DeCA)e)segue que

não é integramal



#Oposição: (Propriedades Da Integral definida)

Sejam +
, g : A CIM-112 funções integrances

no bloco AC112M Entãe :

of feg e integrável, e

teg )=+
02) Cof e integrivel (CEIR)

,
com

§ af = ft .

03) Je + >
,
0

,
então JK, 0 .

Alim diss,a

~+ >
, g ,

enterStg

00) 김시 힘비 :
05) Je A = X UY (unidisjunto) ; entre

ff = I 5 t { f .



世彦
§ f = § 5 t{ t

#Demonstri Tronaremos apena 0 03.

Suponha +, 0 em A.

Então
,
f(n), 0

,

UnEA.

Seja P uma partição qualquer Lo blocA
Leterminando subbloco B EP .

Geno + >0
,

entir
,
Mi = sp fin) 0

UEB

AlémLisso
,

Vol (B) > O
,
fBEP.

Disso
, segue que

=+ = inf SC), P) = =infEMVo>A Ppatição
JeiA 2eA



zoogo , I +,0
Como

,
por hipótes, f é integrand, segue que

5 t = 5 % t30→ %回A

Ino conclui a primeira porte La para Leo

Vejamos o estante : suporta agora que, g

Define h : A -12 por

h(n) = f(a) - g(n) .

Loogo,
hins <, 0

,
VnE A.

Então, pelo provado no 19 porte
, regue que

h,
0, orreje;

!t - g) ≥ 0

Fela projuisLade 1 ;



↓+ - g = 5 - g 0

=Sat-20t
_

INTEGRAS EM CONJUNTOS MAIS GERAIS
_

O que se estidor até agora foi a integral
Le funções definidos em blocos Lom. Trisemos

Le integrais em conjunto mais grois Lo que
bloca Lo 11. Fora isto

, precisamos ,
inicialmente,

aparentes alguns conceitos
.

CONJUNTO DE MEDIDA NULA :
ー

Def . Dizemos que um conjunto X CIRM tem
_

medidaala (e exeremos met(X)= 0) m,

5950
,
7 (n) <112 sequência de aletos 20 11m

toin que :



*
EL다
=

y ^

≈~
..
..
..

… Em IR2 una Curvaj

TERÁ MEDIDA NULA .

E POSSIVEL construi
~MA SEG. DE ABERTOS

n QUE COBRES
,

TAL QUE

A SUMA DAS ÁREAS
_

DESSACOBERTURA Yvol
FIQUE MENOR DO QUE

UM 23 O PREVIAMENTE

FixADo

02 : Considera o corj.
IN Lor números note-

_

sais em 1R .

( ) 일 일 요) 8 …

AF: med (IN) = 0. On seje, em11, o cory :←

Los números naturais tem metido nula.

De foto , fixe 20 (01)
Constra umasequência (s) Le intervalo

abertor Lada por : (n = B(m)

들려~



Assim IN C C, VC U. .. V(U ..

(pois cada no IN é a centrar do

respectivo cai C) - por construçã

=> N 2 ปี ,C
AlémLisso :

* vol(n) = Vol() + Vol(2) +
... ;

onte
n = 어

Vol (p) = comprimento Lo intervalof

포) Cj =
B ( A
)

드
20+ 2

ㅐ ㄴ

t
comprimento

RAIO

2 G = 2XRAiO

Vl ()= 게
= 2、芒最

Assim :

館比c 。=に表…



= ( いん) =

SOMA DE P. S .

iNFiNitA DE

RAZAㆍ 클
= 意σ= 表みにとと、

2

= volkn] .

my

ー

↑EOREMA EOREMADe LEBESQUE] Uma função
_

f : A CIW-IR
,
onde ACIM e um bloco

,

é integrável se
,

e somentese,
,

a conjunto

P Los pontos de descontinuidade Lof
, possuir

medita nula.

A Demonstraçã desse trorma s omitida em

unsos Le cálculo.



Vamos motros um exemplo :

9 a

읽.
: ! ! 点,

a ue 42 b
a

: (a
,
b) - 11 limitade. Note que f ne

é continue em ta
, b)
,

mos I+= ara.
a

De fato a conj. De Los pontos de Leon-

timuidate def é' a couj :

=3 、 と
em [a

,
b)
,
med D = 0

Vsso, tome

(
1 =B트래 ) ,*",n "

" -

ㆀ

c2 = B(ae)
Então, D = 14

,
"24 <GUI ;



↳Vol = =Vol (>1) + Wed 12 ) =
듸

= 2
. .+ 2 등= 등 × 등 =

= 2 .号 C E
.

)
A funçõe f : [0

,
1x10

, 17 + IR
,

'

t(x, y) = { 1, n4
,
47Q

10 , r2n@Q on 74Q

FUNÃO DE DiRICHLET] .1

Note que, netecor, Dy = [0
,
1] x50

,
1].

A funçõe de Divichet nos é cout-em menbaum

ponto do dominio.

Logo ,
met (Dt) = ara = 1x1 =1 + 0

.

Ou vejo ,
f não é integrave.

ー


