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INTEGRAIS DUPLAS:
ー

No que segue ,

somos focar or estudos em integrais
Le forma (tin, Y)da ,

onde da como-re um

λ

Elemento de Área
, podendo ser da = dudy on da = dydr

Doravante
,
eempe será limitado e também

-mensurável, razão pelo qual não enovermos mais,

salvo menção em contrário.
'

O cálculoLe integrais Luplos (Jtn,
4)dA

2

má realizado Le "forma iterato", conforme o

Loir casos possíveis ; Dependendo La regiã ao

quel seré integrada :

#sof : e = [91
,

b
,1 x 292

,
b2], ou sejo e éum

rtangula Lo 192 (bloc.

For simplificar a explicaçã, consider>0



em e. /para a integral dupla representar, grame-
Aniamente,un solume). an

-> z=f(y,4)
~^
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Tome y e[92

,
b) quolquer .

Comibere o plano

paralelo ao plano az
,
passando pelo porto

destacado. O carte Leste plano com a superfície
z=fin, 4) e a regir determina uma"lâmina"

'

conforma o esquema abaixo :



f(n .
7) ; Y

FixApo em Eaz
,
ba]

" Ava fee lomino

_ será AC4), Lada por :

Acyyy )=)Yuiiyy、 du

al
-

--azidybu '
y n =a2

b
,

---

는

Jeje P = 292 = to <tyctz --- tr = b3 uma

partiçõe Lo intervalo [9
,
ba1

,
Laterminando

subintenalos Eti
,
tij La comprimentos

an

Syn = -ti- - 1 - #

'

Esta particão VA,

'
:
-

!, . :PRODUZIR As "FATIAS"

DO "O DE FORMA"



O solume Y La "fatia" Le altura
Ay

,
e lose A(4) vera :

ㅣ

='밉Ay. I I

√ = Acy) . Aú

O solume La sólido abrico Lo gráfico Le
z=f , 4) no retângulo r = [91

,

b
,]x[92, ba] ,

verá apocimato por

Y = [A(7) -A4i ; uma

처

some Le Rismonn.
_

O volume V será Lado paty
=bu

v = lim [ Ack) .1i = (A dy =

Mr.∞ 틔
7 = on by web

Acy) = Ju
= a,

tin
.

4) da



y = be uake

=S(/tmndn)dy,o e ae

chamamosLeintegral iterada.

Or
seja, o cálculo de una integral deplo um

um retângulovesume-se ao cálculo Le Luas integrais
definitas

, primeiro numa saciável, e depois na outra .

Anima Lesenvolveme
y =bc aab ,

J) fiu . 7)dA
=)Stuudy ie2

Nos também poderiamos fazes :

15 tm,pdA - d
,
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"

f
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쁘

Liindeoee
Japoir, integra

ema



vejamos alguns exemplos :

a) o exemplo feito por definição, na

aula 21 :

J(n +31)dudy ; onde A =EA

Solução:

§ (2atzy) dndy = ‰
笘

cantsy)( n) ty =

藤‰“‰ -(0 >》67に

2
2

! Ces ) dy = ( 吃)!: 2 +→Ʃ -
0

= 2 + 6 = 8
%



02) belede+77dA
,
vendo e = 50

,
1)x10

,
3].

Z
^

lu,sAr·
U

ziney'ydy
=

。隠" ( -ayau ) 7 =

‰‰戀管-(0 +o)]=

=+v ) =③ 愕 )!?-
ㅇ

+ (0 + 0 )= 1 +BR
=

1 + 9 = %



0) { s ( u - y) dA ; 2 = [ o
, 芒 ] x [ 0

, 芒]

垂
Joscu-y )d * ‰装)斐 inydu )d=
≈

φ= 0

に「 芝 Scosede
= f cancare )

h-

0"
ay =

mau-y =idndy

y= 0

に芝

‰巡長) 一凹)に_

"-seny -> pois remo el
#FLOSY funçã impos

플 ARLOS complementares
,

= {@ < y + senn )d / =eny |+( -ω》!
芝

=

ㅇ ㅇ

= sen是 _
seno →ωs 是 - (- ωso)

= 1 - 0 - 0 + 1 = 2/



Casoz (casagenal) : quanto e i limitato
_

por pelo menos uma curo

Noramente
,
comitere f 30 (para Los

um significado visual, geométrico, sentido Le
volame

,
e e limitado por Lua cursos

↑ eY, no intendo (a
,
b] .

서

_
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Seja y uma una entre 7
, e4

Seja P uma partiçãoLa intendo [9,
b),



determinando sbintendos La farma Etic
,
ti),

Lecomprimento Axi = ti-tr-1
.

Tome um porto no rubintendo His
,
ti]

"

a lâmina" Leterminada pelocatee ausites

Lo plana paralelo ao plano 1z ,
passando por Ci

Leterminando a lamina abico Lo gráfico Lef,
aboiro :c. f . 0

雨いmetita La crea

A() Lessa lâmina
는

1
지 será Lata por :

Acn) = !
,"

'

} ccn
,
n) dy



① volume Le cada"pedaço" será:

suil

ㅣ

D
~ = A (y) . Ans

A medita La volume v será Lada pori
u = b

= lim2. A33.8หะ =6AC Se

装
”

( ‰
u

、
n) .diJdu

Ou seja, novamentea cálculo Le

uma integral iterada, sendo que or limites

Le integração La integral incis interna pote
ser funções, mas a mais externa são constantes.



EExEmpLOS :

of Colcule()v .
cos (1)dudy

,
com

2

- formado polar retos 1= 0 ;= e pala
unno y =k .

uso : Precisamos desenha a regiãe

“盲燕い
Itm. )dA =

品

。。
管

s( arm), d

)da

:装感品4 a) ) れ =

=

Scosede



w: Yih =⇒draay

y avu

잃다 。 ”路 1築れこ

Y = Va
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