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Encenamos a aula passada com o conceito Le

função conecterstic de um conjunto XCIRM.

Dado XIM
,

definimos a funçõe caracteristica

L X em 11322 pol : 5 : 1RM+ 112
×

^

s
,
nxEX{S(m =

,
0, un4X.×

Vimos
que Ex é Cercontinua em EX . (na

suo fonteira)

犁fejeXcipmumconjunto moe noge
'

t . Dizemos

que X é mensurável segundo Jordan ou
_

-mensurável ,
se a funçã caracteristica

5- 1RW- 113 for integrável; ou veja, ne ISS,X

veste caso,
,

a solume La conjunto X sand

Lado per :



VAIK) = /3
De foto "

→

km= X 0 Ikm×)[

0

!k多 =多的de=多學“ +f
11m -Y

= { du .=
uslx)

七些 · em IR ; vejo X = [a , b) , termos : 0그

在多 = 名 a, da = !
a,tpcaimida

,

= {"dn = b-a =comprim.Lo
1 ntendo [9,b)

=ของ ( #

· emIR2 ; veja x = Bo . e entr :

{2.'y = S
22

'znnda=



=2 ∅

= ‰
。
+㎡ 、 B 1 o@7

da=

R

= S du = área da lola =The

(o) = vol(X) .
K

Ou seja, em 112 um intendo Ta
,b e

-mensurável e em 122 uma lolo Bo e

I-mensuranel

imposição : Um conjunto XCIM e I-nousand
ve
,
e somente se

,
not (2x) = 0.

Demonstração : De foto , late observer as seguintes_

equivalências :

X CIRM é I-menunelEs S
,

é integrovel
# t. lebesgue

a conf. Da
Lor pontos de Descont

Lsx tines metiba
nula, ie
,

med(D(x) = 0



YFAtO :

Psy= 2x Es
med(x) = 0

.

□

ー

No exemplos anteriores face [a , b5 <112 ;

tenor que 21a
,
b) = 29

,
b)

; logo,
med 18 (a,b)) = 0 ; e então Sa

,
b) e

5-meusesvel.

～

No
que segue namor

extender a conceito

Le integral para conjuntos mais gerais Lo que blow
2o 112m.

Seja f : X (11- IR uma funçõe limitada, definito
I-mensuranc

em um conjuntoX 11h,
Considere um bloc AIRM tol que contenha

o conjunto X, ou sejo X(A.



Refine I : ACIRM-IR a
extensi Le f no bloc A

,
or

=a {
× ε A

(m) = 쌍 'x 4 A.

X CA

Noteque : ↑in) = f (u) . 多任)
Assim,

temos que :

=
と

5%=多皆術
nun

= % teto = ff
습

→ { δ= { t
Ou seja, o cálculo da integral def em um



conjunto -mensurável X coincide com a integral
La extensõe natural I Le f no bloco A

#noposição : Sejam f
, g : X CIR
* IR funções integráveis

em um conjunto I-mensurável X . Entre,sema

progestater :

o tag é integranel, e

{ 「 5tg に

02) c . f e integrivel , onde 11 , e

{ f =aff .

·3) re f >, 0,
entre (+, 0 . Alim Lino,

,

ref >, g , entert, g.

01) se X = AUB (uniõe disjunto), entre

* f = fat * 5bt .



#OREMA : ("UPGRADE" DO TEOREMA De LEBESQUE)

Uma função f : X CIRM-IR definida em um conjunto
X limitado e 5-mensurável, c integranel em X
se, e somento se , o conjunto De Le seus pontos Le

descontinuidade tiver metido nula
,
i-e
,
met (P)) =0.

DEMOONSTR. 1 Jeje f : X(IR
*
+ 11
,
com X limitedo e

_

5-mensurável. Seja A CIM um bloc tol que

X CA . Defina a extensõe F : A + 12
,
extensõe

L f no bloc A.

Logo
, totor or pontos de Levontimidate Lef

são pontos Le descontinuidade La extensos F
,
or seja ;

PfCP

Alim Lisso, I conteins, além Les Lescontinuitade

Le f
,
toda sua fronteira 2x como pontos de

Lenoutiwrita. Or seje,

DJCDCDFU CaX)cowitoDISJUNTA)



Logo;
ned(P1) met (DF) -> med(D1) +

med(2x)

Como X e 5-mensurável
, pelo 1a proposiçõe La

aulo de hoje segue que met (2x)=0. Assim,

obtemos :
ma (Dy) E

met (
D5
)EmedF )

=> med (D) = med(PI)

Disso
,
tem-ve as equivalêncios :

medD +) =0 Es
med (DI) =0 Es -F = ,

t-lebesgue
c Lássico

ou seja,

med (Pf) = 0 ← Aff
X

□
ー



INTEGRAl DE RiEMANN :
_

Seja f : X (11M+ IR uma funços limitado,

definita em um conjunto limitado, -mensmanel,
X (1M · Jeja D = [ X1

, X 2
, . . .,

Xm3

umacomposiçõe Lo conj . X , ou seja,

X =X, UXzV... VXm , Xi +0, fi ;

e

int(Xi) 1 int(Xy) =0 ; sei+j.

EX-1 EM IR2 +ERIAMOS

"

CASCA DE TARTARUGA"繭 z

=

ALs0 DO tipO

σ

X .'
tt)

*



Em cada subconjunto Xi
, sejam

mi = inff(n) e M
.
= zep flas ;

ntXi ueXi

então
,
as somos inferior e superior Lef , em

velação à Lecomposiçã D, são , respectivamente,

Lefinitor par
e (t ; D)= m .

Vol Xi,

e

s (f ; D) = 叁
↑

Me
-
Wel (xi)

Obviamente, e (f ;D) < S(fi B) .

Em cada subconj X : La Lecomposição, escolha
un pouto si qualquer.

:
X



Entre
, mif(i) < Mi , Viehz, 2, ...,m)

Multiplicanto pelo respectiva volume VIX)
,

vem :

m...
Vol (Xi)

_

> f(ci). Vol(Xi) <> M,.
Vol(Xi)
;

Vi = 21
,
2
, ...,
u)

.

Tomando sob todos os Índices
,
encontramos :

I พาVol/41) >2+2.Web Sxi) -132.#1.Vol/13
t= 1

ou seja

e(f ; D) _>+i) .Vol (i) > S(t ; D).

Definimos a Lecomposiçã partilhado D
*
a

partir da Lecomposição D por
D
*
= Ʃ (f ; D

)



Ou veja , o descrito arima é um esquema La

mov
Lo reguinte vesultado :

T EOREMA : A funçõe + : X CIRM+ IR definida em
_

- uto 5-mensurável X é integrável com,um conju

If = ·Gun &on 1<13. Vol (4.

ー

Na próxima aula estudaremos integrais supor.

Atenção: quemos passa a para La Lio

01106 para 12106.

Fotor Le acado ? Aguato confirmaçã
na regunta, Lia 25105 .


