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LIMITES De Funções De VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS～

Def : Seja X (11m um conjunto não regio. Dizemos que
um ponto aEm éumauto Le acumulação Lo

conjunto X se F830
,

(B(al((a2)nX +0.

# : X = &CIR .
Entre
,
a=V EIR (e

,
note que

-> EX) é um ponto de acumlação por o

conjunto X , pois ; Lado 530 , entre ,
Bca) = ( a - 8

,
atδ)

S

-munsumg
IR

Corno XEQ e Q e terro em 12
,

entre
,

(B(a)(93)1X +0, pois, por menor que
δ

veja o intervalo,
+,

my is



noi estis minero nacional nesse intervalo , ou seja

r-fiayvoeivinsy
(1

na≠
. cas )nx ≠ o1.
δ

Nataçã : O conjunto de todos or pontos Le acumer
lação de um conjunto X é chamado de Derivado

L X, e e Lenotato por X.

Frente a esta conceito podemos finalmentedefinir

limiter :

#ef : Seja f :e CIRM-I12 uma função , a te

(or seja, a EM
é um ponto Le acumulaçõe Le

conjunto). Dizemos que lER é o limite
La função fix) quanto e tente para a em
e escrevemos

him fins = 1, se, e romente se,
구→ a

↓ Ex0
,
Esso tel que : Ver tol que

n ( B(a)((a3 => f(u) = B(e) .

Es



No que segue, somos "traduzi" essa definiçõe
em alguns casor

Leaso : O estudado no Cálculo : fi-CIR + IR

lim fins =1 Vaso
,
Isso tol que, Ante,

u- 1

tolque x + B(a)\(a) => +() = B(1) .
∝ _
nd ～ leE

asaes tas tfee
σ

l +E
- 다
l…

↓
fcul-Fl - E
' taes

'

f(u) =B(l) a - δ
ε n- u(B(a))(a)

⑪ δ

1f(u) _ ll < E .

⑪
oatn -alks



Ou seja :

limeus = 1 Ef
.

vaso
,

7s30 tol que,
n-19

Vner tolque
· < ln-aks => 1 fin-1)12

.

2 CASO : fine <Ir + IR2 , IRS equipado
_

com a métrico de /enclitiona) e 1122

equipado com a métricaLa somo de

Assim ; Lado a EIR um ponto Le acamulação
Lo conjuntos, regue que:
lim fsul =& c Vaso

,
7800 Al que, Ver,

n -19

tolque n = B(a)(ab => f(u) +> B(d) .
8 ε

"Traduzindo" para o contexto em que

estamos
,
termos :

· n = B(a)
( (a) E 0 < d

,
(n
,
a)xS

δ

o fon ) EB (l) s dy( fu, e) c ε .

은



Arim :

lim f) =e Ef Vaso, Isso tol que, Ver :
7-1

o<d
,
(n
,
a) (8 = de(f(u)

,
1) 9 .

Moin ainda : como ner(1123 e fiulEIR"
,

ereventi
n = ( Ur

,
42
,
43)
;

a = Cat ,92, 93) ;

f(n) = (f 2(m)
,
fe())

l = (9r
,9) ;

entos

dzCu
,
a) =

V ( y
-92)~+ 19c-92)+

de (feny ,f )
= 1{ n) -lalt 1tziu 、-il

Asim :

limtal = 1 E FETO
,
780 tol que,

area une-C13 Al que



oa,p+ (4= -92)+ 193-99328
,

implica em

1f
,
m)-fe) + 1fz(m)-f2/d .
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:
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2
R
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retoriais de uma sociável real

rfen-iR'
,

Dalo a = rè < i .
T
= (r

,
lz
,
() EIR3;

entre :

lim h) = ↑ E Fezo
,
7820 tol que

tya
* t + 2(1r2 : + t B(a)\994

,
δ

fit) E Et ).implique en -



Neste caro, temor :

o taBcayizas:
ag
atsitδ

⑪
oclt - al a δ

· F(D -Bre < 13 :

/ε

⑪
diCf'"ε) ,

t'

) < E

Y
* V (tu( t )-9

a
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t
to( t)-lip a.



#caso : funções exaloos 112 + 11
.

Seja + :& < 122+ IR e atr' (ou sejo,
a e1122 éum ponto de acumulação Lo corp~)
^

f = f (y
,
9) . ; a = ( a2, 92

)

Assim :

him f(n,y) = 1 ER Ext vaso, Esso tel
( n
,
9) → (42

,92
)

que,
- (

,
4)M :

(4
,4) = B(92,92)734,9233=)
=⇒ f(φcy) ← Bqle) ;

onte :

· (n
,
4) = B /92

,
92/742

,
9233 Ef

δ

E ocd
2
) (4

,
4); 192,92))

ES

#oswap +17-98 .

· + (n , y7 E B(l) Es 1fin
, y) - el < E .
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Vejamos um exemplo :

Exemplo: Grove que lim(44 +51) = - 6.
(3
,
4)→ ( 9
,
- 2)

lusão : Datasso , Incisamos encontrar 550,

tol que :
Vn tolque (n

,y) = B(1,-2)14(1,
_233,

implique em +(y
, y) E B31 - b7

.

E

Ou seja, re ocde((u, 2) ; 11,-23)< 8 ,

Levemos mostros que 1 f (y
,
9) - (- 6) kE .

Note que :



· dz ((4, 4) ; (1, -2))CS

osHpec<δ.
Avaliante aListância1t,4) +S1, temor :

1 f (y, 4) +61 = 1 an +57 +61 方ur

temor Le fazerㆁ·power" or fotometer-

=| du = d +d + 5 y + 6 |=

= 1 k ( a - 2) + 54 + 101 = 1 d (a_ 1) +55( y+2 ) \
_ _

+5 . 14-211
.

Como Levemos impor que

o sVTmit+ 14-2)" < d , entire,



notando que

o
1u- l "=≤V

(
n-
D

8 .
nu

p
~

⑭Tar

。
I 4 -21 = VE VCU-1.s .
～ ～

Anim, obtemos a estimativa :

1 f4y, 4) +61≤+ 5 <48 + 58=98:= E

∞ くδ

=
Fortanto,

,

laste tomor S-. Tno prosa

q him (4 + 54) =- 6 .
거
,
( 9)- → ( 1

,
-2)



PROPOSIÇÃO: CUNICIDADE DO LIMITE) Se o limite Le
_

uma funçõe de 112M para 12 existir, ele s'inico.

DEMONSTR-? Jeje fitCRM-1"er'(ou_

veja, asum poute de acumulaçõe Lo cor:r)

Sejem him + (x) = er e lim + (ll = e2
uma nna

Vamos mostrar que l , = 12 -

For abverda
, suporta que +12-

Arsim
,
tome E = 1d(9,(2) X0 .

Como him finl
= l , entre

am a

7530 tel que,
En :

u ε B (a)、 3a3 ⇒ feustBlz)C
*)

테

Como lim fins=le , entre
ama

7 5
,
30 Aolque , Va :



He Bad Las => fini eBest

Fome S = min 36
,,83 >0

얄
Arrim

,
Un = Bandah , rolem (*) e (**)

simultaneamente : ou seje,

f(u = B(12) e fulBe

Assim :
5 d (fin)

,
lr)xE
↳d(f(a)

,11]E

dierd_)< E+ε=E

DESIGUALDADE

ㆁTRIANGULAR
Ou seja , di,12) 22 de

E
"

=> EaE.A



Fortento
,

1 ,=12
,

or rejo, vegue a
unicipate Lo limite

□

_


