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-

~ROS E SINGULARIDADES

# Sejam e C Duma regiõe e fe O(2) .
Dato zoer

,

Lizemos que zo éumde artem m
,
meIN,

se existir uma função & holomafa, definita em

uma vizinhança de z0 (ou veja , H(71) torque

g(zd) +0 e

flex = 17-to)Mg(z) .

·

V z = u(70) .

Ex.. f (2) = senz · Entre
,
temor que E= kit,-

ke2 vou zerar
Le ortem ! pare a f , pois; a

vivie Le Tayla em 50 = k ser :

+ (2) = sent=-kit e
= (t -k) -1 +E



= (-) .

)
=> titt = sonz = (z-P,Era um

/

e tol que g(t0) = g(km) = 1 =0 .

-

SINGULARIDADES :
-

Ref Dizemos que um ponto zo éumto

-ingular isolado de uma função complexa + , se

f fa holomofa numa vizinhança perfurada
Lesse ponto

,
on seja, se fe

(U(70).

( f(z) = -e tolque + = 0 ( ( (202)

Logo, t= o
e um porto singular isolada.

Considerando a expansão Le série Le



Lament pare f em zo ; i
.e,

+(x)=anz-(*),
podemos classifica a ponto singular to em uma
Los três definições aseguir :

sis se a parte principal de (*) for mula,
ou seja, se o desenvolvimento acima não

posseir potências negativas Le z-zo
,
entre

zo e Lito umautosingular removível

(ii) Se a parte principal de possuir uma

quantidade finita de potências negativos Le
z-ze

,
entãe to é dito um polo

Avis Te a parte principal de (*) possuir uma

quantidade infinito de potências negativos
Le z-zo

,
entre zo e'Lito um ponto

-

ouregularessencial -coloinfinito.



No caso (ii)
, Ligamos que

+(2)=-
onde am +0 .

Nesta caro, Lizemos que zo é um polode

arten m.

Quando met , Ligemos que to será re

pólo simples

-

EMPLOS:

(a) f(x) = et i z = o será ponto singular
amonivel pois :

fiz1= t . senz=1.
= E . (z - E + -

.. ) =



= 1 +E+

(b) f(x) =e

=. (1 + = ++

+
z= 0 será um polo Le orhem 3.

-

RESÍDUOS :
-

Def. Seja zo um ponto singular isolado def

Definimos a residuo de t no ponto zo
,

e escrevemos

res f(z) on nes [f(z)
, E0] ,

z =70

com sendo o coeficiente a La expansão

Lasérie Le Laurent para f em zo.



E : fiz)= 2-

=+ + +  + --

a
- 1

=> res f(x) = a
-1
= t

z=0

-

-noremados Resíduos : Se f for holomorfo em er
,

e War cura simples Le jordan, suave par partes,
exceto nos pontos singulares intados 72

, 72, ---, Em , no

interior Let
,
então,

M

& fizdz = zii retz) .

x = 1z =zp

Demonstr: Sejam E, E2, E ,-En pontos singulares
-

isolados no interior 28 e f : 2 + 4,

tolque &Ch.



Seja G
,
B
, ..., dm > 0

·Em toir que

f D(z)Diz
De possive pois or zix

·

zu
não irolado e consider

U = 2 D, e todoo
K

orientaçõe positiva.

m
Um

Selo +. Le Samly-t-Gourot pare regives 83

multiplamente Fize - >

conecos
,
tem-se que

Stiz)dz = Jfizdz +(d
- Se o



=HadA

As expansões de Lament para +(2) em

cada ponto Ex , KE21, 2, ..., 13 estata por

f(z)=
Assim :

↓+d = 1 -↑
I ⑳
= 17-Su
~

oz z=
↓ 30

,2n)

dz= Sido



Analisanto (1-dz=
= intio
= i . Snttmaioo

- 1+0do
,
un =-1

j Sa
= E 1. julgMillio ,

ee

1 :. 1 ·

21T ,
un =-l

24
I E n+

e( E 1
.

(n+1)i0.
(n+1 . ido , un =-

1

n +1

~ 2ti
,
unz-1

S Sa
=Lei , n +- 1 .



21T1 ren =
-
1

= (as catisen

-coso-iseno] ,rent-l

12 i
.,
sen =- 1

= &
1) 1 +o 1 - 0, em 1

~ 2H1
,

ven =- 1
= E
10 , un =

- 1 .

Ou seja;

1fadz=A
(k)

=> Inti 91

Portanto
,
(1) fica :

Stizde=fiz.



=
/M

= 21: [ vesfiz) .

k =17=Ek

I
-

Ex-! je
1z1 = 1

#se : no interior de 171= 1 temos o

uma singularidade em z= 0.

Assim :

&dt=:fl,

e já vinos que senti = q=
z = j

(no e .
La Lef . Le veritua

=>: =e



02
·23

D

Stizide = 2 e: [vfill +f)]
j

oute +a)= =EE

cálculoLo refiz) : expertindo em vivis
z=1
-

Le Lament em z= 1 (70 =+1)
,
teremos :

+ = e - E =

--i - E =

=--E



=-
=> us f(z) = q1 = 1 -

z = 1

cálculo Lo veritivo res fiz) :

7=2

+( = = -E =

= = - E+ =

-= it-F
- 12-2)

=~
-

==



-atento, obtemos :

↓ fizidz = uni .. [Mz+

=zi[ - 1 + 1) = 0
-

Tecisamos Determina uma forma mais

eficiente para calcular a residuo Lef

Trimeiramente, se 70 fo um polo simples :

Sutie
,
+(a)=-to+ X -

(z -70) f()=(7-z

Fassando a limite com z-zo, obtemos

Mlivr17-z.e



Quandozo for um polo Le ortem mi

f(x)=-
Multiplicanto per -7) M ,

nem :

17 - 7,7. f(z)=n(z-z)

+ 9 (7-7)m
-1
+ 917-75 ...

-- + 9m -

Revisando
,
ven :

n+m -1

* (7-70(m +(z)]=aulmtulz
m-3

(m - 17 . 9
,
(7 - 10) m

-2

+ (m -2)9(7-2)

-- + a
(m-1)

+0



Denisento até on-1, somos obtes:

-[1z-f]

* (m+h) . (m+m-1 . -(+1) . (7-20)
*

+ can -1) ! a
- 1

n = 0

fassando a limite com z-zo
,
samor obter :

(m-1) !9 =lim (1-z t

=>limA
-

Ex-: f(x) = &-
-

z=0 e polo de artem 3
. (m =3)



m + (z) =q = + liv-z=0

mu

=↳ lim(z
=t limTe
=t . lim e

m

-


