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ResoluÁ„o de alguns exercÌcios da Lista 09
Prof. MaurÌcio Zahn

Quest„o 02.

(b) Sendo a um pÛlo de ordem n, ent„o f(z) =
1

(z  a)n
h(z), com h(a) 6= 0.

Logo,

f 0(z) =
(z  a)nh0(z) h(z)n(z  a)n1

(z  a)2n
=
(z  a)n1[(z  a)h0(z) n:h(z)]

(z  a)n(z  a)n
=

=
(z  a)h0(z) n:h(z)

(z  a)n+1

Assim,

g(z) =
f 0(z)

f(z)
=
(z  a)h0(z) n:h(z)

(z  a)n+1

(z  a)n

h(z)
=

=
(z  a)f 0(z)
(z  a)f(z)


n:h(z)

(z  a)h(z)
= 

n

z  a
+
h0(z)

h(z)
; h(a) 6= 0

Protanto, res
z=a

g(z) = n.

Quest„o 04. Considerendo o esquema abaixo, c.f. o exercÌcio

Sendo z = rei temos dz = i:reid e ent„o, fazendo uma majoraÁ„o, obte-
mos



Z

Cr

ez
2

dz


=




4Z

0

er
2e2ireii:d


6


4Z

0

ejr
2e2ijjreii:dj =


4Z

0

er
2

rjdj =
r

er2



4
r ! 0

r!1

1

2

16#

*ACHE MelE SE a for umPólo DE ORDEM DE
-

10.

a



Quest„o 06.

(f)

+1Z

0

cosx

(x2 + 1)2
dx

Primeiramente, observe que
cosx

(x2 + 1)2
È uma funÁ„o par. Portanto,

+1Z

0

cosx

(x2 + 1)2
dx =

1

2

+1Z

1

cosx

(x2 + 1)2
dx:

Vamos considerar f(z) =
eiz

(z2 + 1)2
. Note que

cosx

(x2 + 1)2
= <e


eix

(x2 + 1)2


.

A funÁ„o f possui pÛlos de ordem 2 em z = i e z = i. Tomando  o
caminho fechado  = [r; r] [ Cr, conforme do desenho, notamos que apenas o
pÛlo z = i est· no interior da regi„o limitada por .

Assim, pelo teorema dos resÌduos segue que
Z



f(z)dz = 2i res
z=i

f(z)

Calculemos ent„o o resÌduo de f .

res
z=i

f(z) =
1

1!
lim
z!i

d

dz


(z  i)2f(z)


= lim

z!i

d

dz


(z  i)2

eiz

(z + i)2(z  i)2


=

= lim
z!i

d

dz


eiz

(z + i)2


= lim

z!i

i(z + i)2eiz  2eiz

(z + i)3
= ::: =

1

2ei

Portanto,
Z



f(z)dz = 2i
1

2ei
=


e

PorÈm,
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Z



f(z)dz =

Z

Cr

f(z)dz +

rZ

r

f(x)dx

Como, pelo lema de Jordan,
Z

Cr

f(z)dz =

Z

Cr

1

(z2 + 1)2
eizdz ! 0

r!1

e, ent„o, fazendo a passagem ao limite com r !1, temos



e
=

Z



f(z)dz = 0 + lim
r!1

rZ

r

f(x)dx,

ou seja,

+1Z

1

eix

(x2 + 1)2
=

+1Z

1

f(x)dx =


e

PorÈm,

+1Z

1

cosx

(x2 + 1)2
dx = <e

0

@
+1Z

1

eix

(x2 + 1)2

1

A = <e

e


=


e
,

e pela paridade fa funÁ„o, concluÌmos que

+1Z

1

cosx

(x2 + 1)2
dx =

1

2

+1Z

0

cosx

(x2 + 1)2
dx =



2e

(j)

+1Z

1

dx

(x2 + 1)2(x2 + 4)

SoluÁ„o. DeÖnindo f(z) =
1

(z2 + 1)2(z2 + 4)
, temos que z1 = i e z2 = i

s„o pÛlos de ordem 2 e z3 = 2i e z4 = 2i s„o pÛlos simples.
Seja  o caminho fechado  = [r; r] [ Cr, conforme o esquema abaixo.
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Ent„o, pelo teorema dos resÌduos temos que
Z



f(z)dz = 2i
X

=m()>0

res
z=

f(z)

No caso as singularidades z1 = i e z3 = 2i est„o na regi„o interior a .
Portanto

res
z=2i

f(z) = lim
z!2i

(z  2i)f(z) = lim
z!2i

(z  2i)
1

(z2 + 1)2(z + 2i)(z  2i)
=

1

((2i)2 + 1)24i
=

1

36i
= 

i

36

e

res
z=i

f(z) =
1

1!
lim
z!i

d

dz


(z  i)2f(z)


= lim

z!i

d

dz


(z  i)2

1

(z + i)2(z  i)2(z2 + 4)


=

= lim
z!i

d

dz


1

(z + i)2(z2 + 4)


= lim

z!i

d

dz


(z + i)2(z2 + 4)1


=

= lim
z!i

[(z + i)2(1)(z2 + 4)2:2z + (2)(z + i)3(z2 + 4)1] =

= (2i)2(1)(1 + 4)2:2i+ (2)(2i)3(1 + 4)1 =
1

4
:
1

9
:2i+ 2:

1

8
:
1

i
:
1

3
=

=
i

18

i

12
=
2i 3i
36

= 
i

36

Logo, temos
Z



f(z)dz = 2i



i

36

i

36


=


9
:

Ent„o

Z



f(z)dz =

Z

Cr

f(z)dz +

rZ

r

f(x)dx:

Note que
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

Z

Cg

f(z)dz


6
Z

Cg

jf(z)j:jdzj =
Z

Cg


1

(z2 + 1)2(z2 + 4)

 :jdzj =
Z

Cg

jdzj
jz2 + 1j2jz2 + 4j

Como jz2 + 1j  jzj2  1 = r2  1 e jz2 + 4j  jzj2  4 = r2  4, segue que



Z

Cg

f(z)dz


6
Z

Cg

jdzj
(r2  1)2(r2  4)

=
1

(r2  1)2(r2  4)

Z

Cg

jdzj =
r

(r2  1)2(r2  4)
! 0
r!+1

donde segue que
Z

Cg

f(z)dz ! 0 quando r ! +1 e, portanto, com a passagem

ao limite temos que

lim
r!1

rZ

r

f(x)dx =

+1Z

1

f(x)dx

e ent„o



9
=

Z



f(z)dz = 0 +

+1Z

1

f(x)dx

ou seja,

+1Z

1

dx

(x2 + 1)2(x2 + 4)
=


9

(l)

+1Z

1

(x+ 2) sin 3xdx

x2 + 1
.

SoluÁ„o. Escrevendo f(z) =
(z + 2)e3iz

z2 + 1
, temos que seus pÛlos simples s„o

z1 = i e z2 = i.

Escrevendo

+1Z

1

f(x)dx = lim
r!1

rZ

r

f(x)dx

e notando que, considerando o caminho fechado  = [r; r] [ Cr, temos
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Z



f(z)dz =

Z

Cr

f(z)dz +

rZ

r

f(x)dx

Como, pelo lema de Jordan,

Z

Cr

f(z)dz =

Z

Cr

(z + 2)e3iz

z2 + 1
dz ! 0

r!0

e calculando o resÌduo em z = i, temos

res
z=i

f(z) = lim
z!i
(z  i)f(z) = lim

z!i
(z  i)

(z + 2)e3iz

(z + i)(z  i)
=
(2 + i)e3

2i

e ent„o

Z



f(z)dz = 2i res
z=i

f(z) = 2i
(2 + i)e3

2i
= (2 + i)e3 = 2e3 + i:e3

Assim, por Öm, temos

+1Z

1

(x+ 2)eix

x2 + 1
dx = 2e3 + i:e3

e ent„o

+1Z

1

(x+ 2) sin 3xdx

x2 + 1
= =m

0

@
+1Z

1

(x+ 2)eix

x2 + 1
dx

1

A = e3

Quest„o 09. Queremos mostrar que

+1Z

0

x
1
2

x2 + 2x+ 1
dx =



2
.

Como

+1Z

0

x
1
2

x2 + 2x+ 1
dx =

+1Z

0

x
1
2

(x+ 1)2
dx, temos que z = 1 È um pÛlo de

ordem 2.
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Escrevendo

f(z) =
e
1
2 log z

(z + 1)2

e calculando o seu resÌduo, obtemos

res
z=1

f(z) = lim
z!1

d

dz

"
(z + 1)2e

1
2 log z

(z + 1)2

#

= lim
z!1

h
z
1
2

i0
= lim

z!1

1

2
z

1
2 = lim

z!1

1

2
e

1
2 log z =

=
1

2
e

1
2 (ln j1j+i arg(1)) =

1

2
e


2 i:

e ent„o

Z



f(z)dz = 2i res
z=1

f(z) = 2i
1

2
e


2 i = i(cos



2
 i sin



2
) = i(0 i) = :

Mas

Z



f(z)dz =

Z

Cr

f(z)dz 
Z

C

f(z)dz +

rZ



e
1
2 log x

(x+ 1)2
dx+

Z

r

e
1
2 (log x+2i)

(x+ 1)2
dx

Fazendo  ! 0 e r ! +1, obtemos (vamos tomar tambÈm z = rei)



Z

Cr

f(z)dz


=



Z

Cr

e
1
2
log z

(z + 1)2
dz



Z

Cr

je
1
2
log z

j:jdzj
jz + 1j2

=

Z

Cr

jr
1
2 eij:jireijd
(r  1)2




r
3
2

r2  2r + 1

2Z

0

d =
2r

3
2

r2  2r + 1
! 0

r!+1

Analogamente mostra-se que
R

C

f(z)dz ! 0
!0

.

Assim, conforme os c·lculos acima, temos

 = 0 0 +
rZ



x
1
2

(x+ 1)2
dx

rZ



x
1
2 ei

(x+ 1)2
dx

e ent„o

 = (1 ei)
rZ



p
x

(x+ 1)2
dx
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Dividindo a igualdade acima por 1  ei e fazendo a passagem ao limite
quando  ! 0 e r ! +1, obtemos



1 ei
=

+1Z

0

p
x

(x+ 1)2
dx

ou seja,

+1Z

0

p
x

(x+ 1)2
dx =



1 (cos + i sin)
=


2
:
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