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sen z

. Expandindo f(z) = i

em série de Laurent, determine o residuo de f(z) em 2y = 0.

. Encontre o residuo das fungoes abaixo em todos os seus pontos singulares isolados:

(@) f(z) =+ 0) 1) = oy IR =5+
@) fo) = S gy gy = % (f) £(z) = zsen -
C22(2241) (2 4+ 1)2(22+4) B z

. Considere as seguintes séries de Laurent em z = 0:

1 1 z 2
AR) = — — 4+ — — =+ ...
C=Z-mta -t
1 1 1
2126 + 41212 61,18 T
Sabendo que A(z) e B(z) possuem singularidade apenas em z = 0, responda as
seguintes questoes:

B(z)=1-

(a) Classifique as singularidades de A(z) e B(z) e justifique sua classificagao.
(b) Calcule [

|z]=1
(c) Calcule [

|z]=1

A(z)dz onde o contorno é percorrido no sentido anti-horério.

B(z)dz onde o contorno é percorrido no sentido horério.
1
. Calcule e=?dz
|z|=2

. Usando residuos, calcule as integrais:

2

224+32—1 / dz / e?
a ——dz b c —dz
(@) /8D1(0) z(22 = 3) (b) 8D%(1) z5—1 © D1 (0) 28

1, 23 o
d / cos —ezdz e / dz f / —dz
( ) D1 (0) ZQ ( ) 2| =2 Z4 -1 ( ) 21 2(22+ 1)2

2+3
. Calcule / %, onde ) é um quadrado de vértices em 3 + 3¢, 3 — 31, —3 + 3¢
Q Z\Z —

e —3 — 3.

. Calcule o Residuo de f(z) = (1 — 22)e-.
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Seja f holomorfa em um aberto Q, tal que f'(a) # 0, para algum a € Q. Mostre que

/ dz _ 2mi
c f(z)=fla)  fla)
onde C' é uma circunferéncia suficientemente pequena em (2, centrada em a.

Sejam f uma funcao holomorfa numa vizinhanca de zp e m > 2 um numero inteiro.
Prove que
(m—1)
Reo (1) Y 1"V
(z — 2z9)™ (m—1)!

Prove que se f possui um poélo simples em zy e g é holomorfa em zj, entao
Res(f(2)g(2), 20) = g(z0) Res(f(2), z0)-

Mostre que Res(f + g, z0) = Res (f, z0) + Res(g, 20)-

Suponha que f possua exatamente um zero a no interior de uma circunferéncia v e
que f’(a) # 0. Mostre que
1 2f'(z
L[,
, f(2)

271
Sejam 21, 23, ..., z, numeros complexos distintos. Seja C' a circunferéncia centrada em
21 tal que no seu interior nao contém os pontos z;, para j > 1. Seja

f(Z)=(z—2)(z—2) (2= z)

Mostre que

1 - 1
—dz = 27 .
/c f(z) }:[2 21 — zj

Seja f uma funcao holomorfa e diferente de zero no ponto z = z;. Mostre que a
funcao
f(z)

zZ— 20

9(2) =

tem pdlo simples nesse ponto, com residuo igual a f(z).
6iz
(224 9)(z — 31)

Considere a funcao f(z) =

(a) Determine os pdlos e suas respectivas ordens.

(b) calcule os residuos de f em cada um de seus pdlos

(c) Calcule /f(z)dz, sendo y(t) =1 +4e? 0 <0 < 27.
Y



16. Residuo no infinito. Seja f holomorfa no dominio 2 ={z € C : r < |z| < >0} €
seja
a_n, a_
f(,z):~~-+Z—n+~~~+71+a0+alz+a2z2+-~

sua representacao em série de Laurent, uniformemente convergente em ). Seja v =
0D,(0) a fronteira de um disco aberto qualquer D,(0), com p > r, com orientagao

positiva.
(a) Integre a expansao acima ao longo de —v e conclua que / f(2)dz = —2mia_;.
-
(b) Definimos o residuo de f no ponto infinito por Ress f = —a_;. Conclua que

/ f(z)dz = 2miResw f-

(c) Prove a seguinte Proposicao: Seja f : C — C holomorfa, exceto em um nimero
finito de pontos singulares isolados. Entdo, a soma de todos os residuos de f em
C e no infinito € igual a zero.

17. Integrando a funcao
cotmz

f(Z):ZQ—H7

ao longo do quadrado Cy com vértices em (N + 1) £ (N + %)z, mostre que

o0

1
Z = rmcothr
n2+1

(Obs.: Assuma que fCN f(2)dz tende a zero quando N — oo, ou prove este fato, se desejardes).



