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Nocula passada iniciamos a estudo Le integrais
complacar unvilíneas. Encenamos a aula com o

importante teorema :

CT. F . C
. para integrais curvilínea)TEOREMA!

-

Sejam C: ta
,
b) + I uma cune wore por

partes e F=- uma função holo-

morfe em2, tol que CM .
Entãe :

(Fiz)dz = F(t()) - F(X(a)) .

Em particular
,

se X for um cominho

flado, entre

SjF(z)dz = 0 .

-

Uma consequência imediataLesse terrma et↑

oseguinte corolário :



corolário : Sejam f : 1 - & uma funçõe
-

holomafa em e e O uma cura nove por

portes de to até ze. . Entãe,

S +x)dz = +(*)- +(70)

DEMONSTROS Seja U : Ea
,
b)+1 tolque

V(a) = z6 e V(b) = Ec .

Ust)

-
Entãe, pelo +- F .C anterior, segue que

( findz = +(b) -+(a)a)
- = I



Obs! Doravante somos considero r 4

- Dominio Le K ou veja, um conjuntouma region on
- %
-

aberto, não vezio e conoco em D.

Frente a into, tem-se a seguinte definiçõe

- Seja fin-4 uma função definita nunia

regiõe e
de E. Digenos que Itadz intepente

Lo cominho O se
,
Vz
,
Et e para qualque

parametrização V : [a
,
b)+R

,
com Usal = to e

r(b) = E
,
zet

,

entr
,

Stezide Cepente rode zo edez .

Ou seja, tol integral depende apenas dor pontos

SE A INTEGRAL INDEPENDE

DP CAMINHO
,
ENTÃO
,

c-f- Ilusters As LADO
;

Zo e 7 .

D
↳

S fizidz = Stadt



Assim, Lata +:+ integrare e z Er, defininos
Fil - 4 por

F(x) = ( +()d=
Z

calculada do porto zo (inicial até um partoz).
I

e Oz é um cominhoLe zo até
*)

-

Ionent: Seja f :-I uma funçõe bolomafe na

regiãor. Então, são equivalentes :

(i) (fz)de = o , para todo caminho feldocr

Gis a integral def Le um ponto zo atéum

ponto z independe Lo cominho.

-

(A)
Lembre-se 20 cilculo : f : (a

,
b)- IR integrivel.

define -1 F : [a
,
b) - R por :

=F() = Sefd I



#rousto Suponho que Stizdzo, nee a

éum caminho feliado , passando pelos pontos zo ez .

Este cominho Fechado (qualque
passando por 20 ez

,
Latesmi-B ma Lois cominhos de zo até z :

Un e Uz
,

/amorde to a z)
;

vendo que E possui orientação

contrário ao caminho original U.
j
que

Entre :

·o ver
~ela hipotes

, /Haidz = 0 , 1 . e;



·

=Stedz =St + )td.
- 82

m

=+-)+zd

=> Stzdz = (tzde ; amal e
zatéz . Tro para (ii).

(is) = (1) Importa que a integral /
,

Hedz

Lezo atéz independo do cominhos.

Sejam Use Wr

Loir cominhos

· quaisquer de zu atiz .·

Zo
Então :

2

1fzde = Stad



=> (fzdz-Stzd-

=>JHzd+Hdz

=> S,Hadzzo ;
onde Gul
eiun

cominho felato.

- 1

TEOREMA DA PRIMITIVA : Sejam e uma regiõe Le I-

e f : r- 4 uma função continua. A integral Le
E independe do cominho emr se

,
e somente

u
, 7 F : r + e holomofo

,
tol que

F(z) = f(z) .

Neste caso, F
chama-se uma PrimitiVA
-

Le f em



REMONStri

(E) Suponho que I Fr+C holonafa,

com F (z)= f(z) .

Erro F(z) = V(x, y) + i V(n
, y)

Como F e holomofa, então :

#(2) = U + i Y
=f
↑

2x

&pr hipótese.
Seja Vita

,
b)+ te um cominho qualquer

((t) = x(t) +1 .7(t)

Assim

&+1 = /+)y
S

= Jdn-EVdy) +e) dytd Te
ag8da aula passada.



= (dn-dy
sFCAUCHY-RIEMANN

=/A)+de
= (du + 1. JdV =

-A. H+ VID.]A-
+NIH+ITJd

Lembre que La segna
La cadeia :

↓



e a mamo par . Assim
,
ter

&INHdtd
= virus teVI
= v(((b) - V(t(a)) +1[ V (r(b) - V(r(a))]

=
V(((b)) + 1..V(0(b)) = [V(Usa)) + 1 .V(ria)))]
--

F(((b)) F(Usa))

= F(Ub1) - FCO) ;
XV -comino

-

en . .
*

Stizdz = F(4) -F(z) ;
onde

71 = 5(b) e z = Wa)



(=) Suponha que a integral def independa
Lo cominho.

A motros : 7 F : r + e holomofor

tolque F = + .

Seja F : h + & Lada por

F(z) = Sfzd,e
onde U eum caminho qualquer Le zo fico

até zer .

Euro E = U + iV e f = u +ir

Tome um

centrada em zDiantee escolha s
Nesse Lisco,
sobre rz -



Como
, por hipótese, a integral independe Lo

caminho, sejam os caminhos alternativos

de z
,
a z Lados conforma o esquema :

7 = n +14

T z1 = 4
,
+14

(Fixos)

·
-Assim ; da aula

passada.

d

Stzidz= fudn-rdy + e) wdntney e
ma

(n
, 4) 4

Andiando V(
,
4) :

Us
,y) = Sudn-wdy-



=Jude-rdy + Ludn ya i

Consideranto a caminho alternativo superior :

V(, ) = Linda-edy + Juda-mdy =

↳ Forst
. mete retou

horizontal,
LS

Y e count.

e entre logo
,

dy=0

dn = 0 iin
N

E
mdn-mdy + "o = r(u

,,
t)d +
+/ux,i)d- S !

---
const corst . P/21 . Fur

Devirando em u, temor :

E = 0 +0 +tu,
ide = m,

=Muin) (



Consideranto agora o caminho alternativo

inferior , termo :

z
1

Use y) = ada-edy + Judn-rdy =

!
L

-
dy =0 In du=0

,
pois Na

< poisy VERTICAL
,
x

FICECONSTANTE FICA
CONSTANTE

N Y

= Juda-rdy + Just ,42)d + -0 + 0 - m(x
,
1)de

7s 11
I

=nde-rdy +ust, tidt +Pensese
Devianto em I

,
nem

I

S-deSe
coNSt -

CAR. x)



=wi,ed)=d=

-(, 4) (
Tratento analogamente para

~ (n
,
y) = Judetudy , somos

olter,e

· pelo caminho alternativo superior :
71

Vin
, 7) = Sedutudy + Jodu tudy

&Ez
-ya n-

(1 =
cowst]

(du = 0 ↳ dy = 0

(n =
const

-detudy + "Medid,S a



~ então, Levirando em
e
,
nem :

Indutudy + utde,b)S
u
- LEPENDEcrSt ,

CONSTANTE
PARA 21 DELL

= o + 0 +s,d

Ficou, i) (t)
For fim, pelo cominh alternativo inferior,
ver : Es

· Vi
,
7) =Jedutudy + Jedutdy-

2, da=o
= Y

↓'
dy =0 "14



=detudy
+PredeYud,

e Levinante em 1,em :

=detudywede t
consti DEPENDENT-
=(,) (t)

De (E)
,
1#)
,
(1) e()

,

nem :

E = - Min , 7) == e z =u(,)=,



on veja, rolem as eq .

Le Loudy-Rismonn ;
mosfronto assim que F(n

,
4) = VI) +rV(,4)

é bolomosfa .

Alim Lisso ;

Fy)= +1 = MM) +i) = fy,
-

17

-


