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. Suponha que a sequéncia de fungoes (f,,) convirja uniformemente para f e que a
sequéncia de fungoes (g,) convirja uniformemente para g em Q.

(a) Mostre que (f, + g,) converge uniformemente para f + g em (.

(b) Se, |fu] < M e |g,| < M para todo z € 2 e para todo n, mostre que (f,gn)
converge uniformemente para fg em ().

N z .
. Mostre que a sequéncia f,(z) = 3 converge uniformemente para f =0 em |z| < R,
VR > 0, mas que nao converge uniformemente em todo o plano complexo.

Zn
. Mostre que f,(2) = — converge uniformemente para |z| < 1. Mostre também que

f/ nao converge uniformemente em |z| < 1, mas converge uniformemente em |z| <,
para r < 1.

3

. Mostre que a sequéncia de fungoes f,(z) = ¢ uniformemente convergente em

n? + 22
2| < 1.

nz

. Encontre a regiao onde a sequéncia ( f,,) dada por f,(z) = converge pontualmente

e onde converge uniformemente.

n

. Prove que a série E — ¢ uniformemente convergente no disco fechado |z| < 1 e

n
n=1

divergente fora desse disco.

. Estabelega a convergéncia uniforme de cada série:

o0 nx [e.9] TL

(a)zen—Q, —00 < T < 00 (b)ZnQ, 2] <1

n=1 n=1

[e.9]

. Mostre que a série E 2" converge uniformemente em |z| < 1. Conclua que sua soma
n=0

é . Em seguida, derivando e integrando esta série, mostre que

11—z

o0 n

ﬁzi(n%—l)z e log(l—2z2)= Z%

n=0

onde tomamos o ramo do logaritmo onde log 1 = 0.



9. Use o Teste M de Weierstrass para mostrar que as séries a seguir convergem unifor-
memente:

oo
3
(a) Z REOB N . nos discos 2| <r<1

—, 1+5n
oo _1 n
(b) z::l %(2 — 1)" nos discos |z — 1| <r < 1.
= 1
10. A funcdo zeta de Riemann é definida por! ((z) = Z —  (ramo principal de n*)
nZ

n=1

(a) Seja > 1 um ndmero real positivo. Mostre que a série converge uniformemente
em todo semiplano Hs = {2z : Re(z) > > 1}.

(b) Conclua que ¢(z) é holomorfa no semi-plano H = {z : fRe(z) > 1}.
(c) O que é ('(2)?

o
11. Prove que se a série E |gn(2)| é uniformemente convergente em um conjunto 2 e se

n=1
)

|fa(2)] < |gn(2)], V2 € Q e para todo n suficientemente grande, entao a série E fa(2)
n=1
¢ uniformemente convergente em ().

!/

12. Calcule Zz%“ em |z| < 1.

n=1

M
13. Seja (a,) C C uma sequéncia complexa tal que |a,| < —, onde M > 0;n =

Rn
oo
0,1,2,3,...; R > 0. Prove que a série E a,z" é convergente e determine o seu raio
n=0

de convergeéncia.

14. Calcule o raio de convergéncia e o disco de convergéncia de cada série:

oo oo oo oo
on —1) . on n2n
@Y 2o oYy oY D @Y Loy
n! n2n nn n!
n=0 n=0 n=1 n=1
oo
15. Suponha que a série Z a,z" possui raio de convergéncia R, 0 < R < oco. Encontre
n=0
o0 o0 o
: At ) 4 k_k n _p | ,m
os raios de convergéncia das séries Z apn”z", Z —zhe Z a,n!z" .
n=0 n=0 s n=0

IRiemann usou a funcdo zeta para estudar a distribuiciio dos nimeros primos. Embora essa funcéo fosse
anteriormente conhecida por Euler, Riemann foi o primeiro a considera-la em C. Uma importante conjectura
proposta por Riemann foi a chamada Hiptese de Riemann, que estabelece que o prolongamento analitico

da funcdo zeta possui infinitas raizes complexas ao longo da linha fRe(z) = 2.
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