
VARIÁVEIS COMPLEXAS 106125-Aula 14
-

LIMITE E CONTINUIDADE
-

Do estudo anterior Le topologia no plano

complaco vimos o conceito Le ponto de acuma-

logo da um conjunto : z, e é um ponto
de acumulação La um conjunto PCK se,

e somente se
,
toda vizinhança perfuradade

to continer elementos dep.

voir precisamente zo K e porto LeI

acumulaçõe de PC & se, e só se,

-So
, Yg() 1 PE0 .

proposiçã : Um ponto 7 EK é ponto Le
-

acumulaçãoe um corj. . P. ve, e comente se,

=> (7n) <P Dura sey .
emP)

,
com En 70

,

En

tolque En+ zo .



↑OsTraje

(*) Suporta que zoe & veja um ponto
Le acumulaçõe de PCK (ri . e., zoeP)
Dino ;

Asso
, Yg()nP9 ;

ou veja; para 530
Lato

, 7 zneP tol que
o d(zn

, 70) < S
↑

⑮Zo, fu
Fora cata neI

, seja Sn =t .

Entãe
,

tem- se que

Ent(

ou seja,
0< d(z ,20) In .

Tome0 qualquer .

Entre
, seja MoEN

tol queCE . [PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA

(A)
Em 1R]



Anim;
fux

,
no

,
tem-se que

S·cd(zm ,
zo) <tu ;

* - In (*)

ou seja, mostremor que En+ zo
.;

con EntPe tol que En#70
,

VMEIN -

(E) Reciprocamente, suponha que (n) CP,
com En#to

,

AMEN tolque En+ to.

A motor : to EP /ive; zo é ponto de

armulaçõe Lo conj. P).

Como En+70
;
entre

,
tem-re,

- Es0
,
7m

.
EN tolque , Fusnodan,

⑪Ezo,n .

ou seje ,

zn + 170) ·
Além his, z.



Tortanto,
=n - Id,

1 . e; EnEP!
*

-

LIMITE DE FUNG COMPLEXA :
-

↳f : Sejam f:K + D
uma função Le

uma variável complaca e zjt um ponto
Le acumulação de M

. (zeri). Dizemos
que aE é o limite La fiz) quanto

z tente a z0
, e escrevemos

lim f(z) = a EX
,

z+ 76

se, esomente se :

Fato
,
7330 Aque ,

Azen tolque
· < diz

,
z)(8 => d(f(z)

,
a) < S .



Ex : Jeja 1 : 4103 + 1
a funçõe Lado for

f(z) = =Re(t) +1

Trors que lim fiz) = 1. .

z+ 0

Aução : Note que ,
como z= a +1y, entõe :

+(z) = =Re(t) + 2 =

-- 2

=p -

u + 1

=++h

Dado Es0
, precisamos encontrar 230 ,

tol que

zoAquA
Avaliando 1tz)-11 ; termos :

IIt(z) - 11=+m
+ + ) =



+
=vi vy = 1z)=: = c

Ouveja,
Posta tomor S = E.

I

-

mposição : Se lim +it) = X E D
,
entir f

z-> 20

é limitada numa vizinhança perfurado Loporta
zu
;

ou seja, vistem 530 e K30 fois que

V z tol que O diz
,
70)15, implica em/1 < K

.

DEMONSTRi boro lim +(z) =X
,
Lato 20 qualquer-

t-> 70

tem-re que 1130 tol que , VzEDH) ,
tol que O d(t , 70) * 5 , implica em

d(f(z)
,
2) E .



Ou seje,

|+(e)1 - (a) y(
+( ) - a)>a

,

PROPRIEDADE Dos⑧Módulos
isto e

(ft)l-16kd =s 1 +(z)) < E+ 19) ·

ma

I

Denotento K = E + 161 ; segue que

1f(z)) < K
,
Vz Aelque O(d (7

, 70) < S .

#

-

tuposiçãoRIEDADES ARitMÉTICAS DOS LimitES)

Sejam + , g : 2CK-K funçoo ,
com ZoEr

Entre
, se limfit) = 2 e lim giz) =B,

z-7 70 z- 7g

rolm as seguintes propriedades autméticos :



(a) him (+(z) + y(z)) = 2 +S
z ->7j

(b) him (+(z)-gczs) = d -S
z-> 78

(2) Lim f(z) . g(z) = <
.B

z-to

(d)em = (3 +0)

A demonstração de todas estar propriedades

seguem analogamente ao caso real
.

11

-

Def-; Seja f: re uma função complaca
#

Definimos "

lim +(z) =a
z+ -

me
,

e comente se,

-Ezo
,
7 R30 tolque

,
V z Er : /z (>R = 1 +(2) - alc

.



Ex-1 Frome
quelim = 0

-soluto:a50 Faland
ara e a

171) R
, implique en 1f(t)-o) <E .

Avaliando ( +(z)-ol = |f(z)) :

14z)) = 12) = /2*pi) =

=(t) =at = Er E

Como quemos 17 1 > R
,
entre
;
tome Ro

tel que
R>E Anim :

= Ep , ecomo

(z1 > R = 1z1 > R2

=> Inte
E -

Ou reje ,
Ifszll = - <d.

122/



ef Seja f : eC -1 uma funçã complaca.

Então
/
lim f(z) = -

re
,

a 10 s ,
z+ to

* RxO
,
760 tol que, Vz

te : 0< /z-z01 < S

implique en 1 f(z)1> R .

EXERCÍCIO : Mostre que lim-

/ENTREGAR NA QUARTA)

-

CONTINUI DADE :
-

ef Seja f:- uma função complexo,

e zoem1. Dizemos que é continua

em zo se, e so se,

lim f(z) = f(z0)
z-70

Qu ainda :



lim f(z) = +1z0) es
,

e nó a;
z+ 78

-90
,
7330 tol que

,
VzEl : 1z-z0/S

S

implique em 1 +(2) - + (z0)1 < E.

oposição : Sejam f : 1 -> & uma funçõe
zoer12 . Tão equivalentes as afirmações :

(a) f é continua em zo
;

() F (Em) <-l tol que En+zof f(Emb -> +(70)
.

monstr : Suporta + continua em 20.

Suponha também (n) seg .
em r tol que

zn+ 70
.

Como f é cont . em zo
,
entre

,
Lado 930,

7 60 tolque, Fzete : 1z-z01 <8 = 1 +A) -fib)9 .

Como ze-zo, por hipótes, então, para 530 acima,

segue que TuaEIN tol que, Um no , implica



eir 1zn-zolS . Entre
, pela continuidade

↓e f segue que 1f(zm)-+(z0) 199
,

Temper que
M

,
Mo.

Or seja, acchamos Le mostrar que

f(zu) + +(20)
; Morando (b) .

(b) =+ (9) :Suponho que V (En)(2 tol que

En-zo
, implique em f(zn)+ + (0)

·

E mostras : E é continua em zo .

Forabrando
, se não for continua em 70

;

então
, 70 tol que, ASSO ,

7 zer tolque,
17-zo1 > S

,
mas (f(z)-fIzY90 -

Jana cada nEN
,
tome Sn =

t
. Entor,

= Ent te folque 17n-z01 <te If (7m) - +(70)K,50 .

Logo ,
temor En + to mas flan) +>fiz0)

,

um

absurdo com a hipotese.

Tortanto, nole (a) ; ou veje, f é cont . em 70
. I



-

# Dizemo que +: rck + D é continuo

e fa continua em todos os pontos To ver

domínio 2.

Prop. Sejam f , g funções complacar continuo
=

Entor
, feg ; f-g ; fig e flg não continos

(em seus Lominios)

A Demonstr segua análoga ao caso real

#
-

p: Sejam f : r
,
(4+De g :r

,
(+

funções complexos ; bis que fim> C Ma
;

a Em re (ie, a é ponto de acumuladosS

Leder) ; f continua em a e q contina

em b = f (a) · Inter , gof :M
,
+ 4 e continua

em a



ACEMONSTR Jeje (Em) C& , seg .
for que

=n+ a .

Como f e contem a
,
entre por

proposição anterior segus que fizs) -> +(a)
;

onds (Hm) é uma req .
em2

Do mamo modo, vendo g contem fras,

por hipoters ; segue que

g (f'zmi) + g(f()) ;
on seje ; (gof) (t) + (gof) (9) ; 1 . e

, got ef

cont. em a

1

-


