
VARIÁVETSCOMPLEXAS 005125-Auladg-

Funções de uma variável comPLEXA
-

ef : Chama-se função Le variável complica
toda finçõe +:r <D + &

, que transforma
uma regiõe e C¢ para uma regiõe f(r)(

f : + <( - f(x)

7 a
Na

3 u-T u
R

pado zetE
,
escrevemos

,
de

forma geral, z = x + 1)
, a f monto

o nimero complaco 7 por a nimero

complaco f(z) = u +ir
;
onde

u = u(x , 4)

v =v(x
,4)



Ou seja, f(z) = u(x, y) + eir(x
,
y)

.

For esta vozão, Lenotamos

u = u(y
,
y) = Re(f)

v = v(x,y) = Em(f)

Sistem Loir grandes tipos Le funções complexos :

·nivocas : cuja definiçã e exatamente a

norma de funçõe real : ou seja ,
Lata fir-e,

Lado zo Er, existe uma única imagem f(z)

anociada a ele.

·Murivocas : as funções fit-D foie
que,

Loto un Es
,
existem mais Le uma

imagem associado a +(70).

*
-> - f(70)= we
-- f(t) =wz

; W
, +wz

24 I



Simbolicamente, podemos ecover que fir-K

é plusinoca se
, Vzee ; 7w ,WEK; w,W

toil que fiz) = W
, e fizolw

De foto, uma funçõe plusívoca pode anumin
,

infinitor imagens para um mesmo elemento zo

Lo dominio es La função.

Co. Veja, que no caso real, uma função-

plusívoca não seria uma funçã.

Vejamos alguns exemplo :

of f : b + D ; f(z) = z2.

Neste coro
,
temor z= x+17 . Entre

f(z)= z2 = (+iy)
2

=
22+ 2x9 .
i + i2y2

= f(z) = x) -
y2 + e.(2xy) = u +ir;

onde u (4,4) =
22-y2

S w(n
, y) = 2ny

Vamos verificar alguns fotos : uma reto



horizontal no plano a y se transformar em

que uma no plano un ?

Ex-1 y = 1
.

Nn
=

Y a f

1

-

?

s u

Nestecome
,

Acamos :

u = x - y2 =
x2-1(y = 1)

&
v = 2x4 = 2x

=> relacionanton er :

u = x2- 1S ~ = 2x x=
u = - /paraola no

planour),



Ta f
Na

u=m2

-

y= 1

n
-1 e

Ainda consideranto f : D-D
;
+(2) = z ;

sento e a faixa infinita
2= &(4,

4) : -1442 ; 7- 12)

No que se transforma f(x) ?

f ?I
A

-

Nn

-12 in u

2

Ja tomor :

u = xi-yz

E v = 2ay ;

então para
x = -1, termos

:



S
u =
(" - 4

-{
m = 2. ( ) . Y

4 1 =-

=> u = 1 - (-E)

u =1- min
F

·
E
, para

o outra extremo n = 2
,
tramos :

u = (2)- y2

S ~ = 2(2) . y

= [u=A
g4 y = m

J

u = 1 - m

·



Então, justando as Luas cursos obtidos num

mesmo plano um, e obseranho que teremos a

região interna, obtemos

A

f(z)c=z2
N N

-

- 1 I 2 in
fi) ↑

u

2

02) +: +D Lade por fiz)= Re(t) ;
e

toma- = fD(0) = < (4, 4) R: x+y= 23.

f(z) = Re(E) .

=
=-22

Logo :

+ (a)= Re(t)=yn
= r+in ;



Logo, (m(4
,
4)=

N(
,
y) = 0 ⑳mae

↑ f
~
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set
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[u
x = coso e

- 1 cosO 11

03) +: (1903 + 4
; f(t) = z + E

+(z) =
z + E = x +i + t =

x- 1
. Y

r

=a+ iy + meti -n - 1Y



=
x + iy+

= a + iy +42mique

= x+ + i(y-)

-u(n,y) = n+
+ 42

S ~(, 7) = y -cg

04) f : p + D
; +(z)=E =

z

fizl=Netiy, é uma funçõe

plastica, pois para cada z Lo dominio

termos simagens Listintas (raizes cúbicos,
conforme a fórmulaLa voiz de de moivre.

(mais atients podermos determiná-los).



* Dada +:r - Dura funçõe
complexo ; Lizemos que fe :

(a) Injetina ,
re +(z0) = f(z,

) = zo=

(b)jetina ,
se, we D = CD()

,
7 tote

tol que(20) =W
.

on ainda ;

f(x) = (D(t) .

() bitiva se for injetiva e sobjetivo.

-

FUNÇÕES ELEMENTARES :
F
-

A função exponencial complexa : E uma extensão
-

Lo conceitoLa exponencial val

Dados E 11
,
Lo bálculo, temos que a funçõe

tr= e" e expandida em vivie de potências

por :

finl= e" = 1 + u+ .., VER



Considerando in ao inves Le u
,
teríamos :

ein =
1 + iy +( -

=iit5! +--

=-
=
seny

==cosy+iseny crelação de Elen

Isto inspira definir :

#Det! Definimos a funçõe exponencial complexa por
- : D- ⑪

;

f(z) = ez = e
+iy

=
ee

-

=tise]

Neste caso
,
temos :

fiz) =
e

=
e

.
(cosy +isony) =



=
ecosy + e. e. sery = utir

;

isto é ; u(u
, y) = ecosy

E w(x
, 4) = 24 seny

Proposição : A função fiz) = e é periódica, com

periodo Ziti.

Demonstr: De foto,

Fze ; enera :

z+2πi

f(z+zHi) = e = ex+1y +2i

-

-

n + 1.. (4+2)
= e (cos() +1: senseiy= e

= Y Y

=
e (usy + iseny) = ex +iy

= ez= f(z)
-

1


