
VARIÁVETS COMPLEXAS ·05125 - aula 10-

Na aula anterior iniciamos o estudo Le

funçãoLe uma variável complaca.

fince - C
..

z ++ f(z) = u + er ;
onde

(u
=u(x

, y)

v = v(x
, y)

Apresentamos a funçãoo exponencial :
fic+ &

f(z) = ez

Tondo z= x +il (a
,
1 EIR) ; temos

+ (z) = ez = en +in
=

e e

= e" (cosy +risenY)

No que segue aparentaremos algumas
proprietates La função exponencial .



posito
:

Afuncorencialcompa ae

(a) ez+n
=
ezew

;
Vz
,
we D

(b) e
7
+ 0 , zek .

() (e7) = eRect)

(d) e
=
= 1 Es z = 2k+i ;

kz2.

EMONSTRAEr :

(a) Evera E =2+14 e w
= P+ 19,

com 1
,
%
,
0
,9E .

Assim :

ee = e
x +14 p +19

= ee e
-

-

= eeP (cost + iseny) . (cosq +isenq) =-

~ -
E112

= e+P (cosq + 1 . cos4. seng +iseny-cosqenyseng)

= en + P (cosy · cosq-senyseng + 1 (cosysenq + Sony- cosq)



= ent(cos(y +q) + 1: sen(y+q)) =
7 w
-
-

=
ex
+Pl

: (4 +q) x + P +iy+iq( +17)+ (p+19)=e
2

z +w

= 2

~

0+Oi

(b) Note que e = e =
e (coso +isend

- -112

= 1 . (1 + i. 0) = 1.
-

z-Z
Assim : e =

c = 1+0
;

e pelo item (a),

segue que
:

-
-7 z -7

et . e = l = 1 +0 ;
então para isso,

reque que
ambor et e et Leverão a Liferentes

Le zero. Tro para (b)

(c) (e7) = eRecz)

De foto : e= e
+1Y
=
e (cosy +iseny)

= ecos4 + 1. e"seny

= let=encosy)2+ (e sony) =
mu



=recosy+ e
? seri

=(coseye
Re(z)

= ve = e =
e
-

(d) e* = 1 E z = 2k+i;k :

n+14
et = 1 El e = 1E

e
.
(cosy + isent) = 1 +oi

ecosy + 1eseny = 1+oi

ecosy = h
El & e4 . seny =O (X)

Elevando ao quadrado e somanda as igualdades
acima, termos

:

1
= L



=
e

El un =0 eti

e disso ; soltanto para (x)
,
termos :

Es 1 . 2017 = 2 essent = 0 Et tet

Conclusão :

et = 1 Es z = x+14 onde n =0 e

-

Y = 2kπ
,
X42 ;

or veja, se
,
e só re, 0 +21, VKE2.-

-

EXERCÍCIO Enroute ze a tol que-

ez = 1 +1
.

↳ouc : et = 1 +i Es extiy= 1 +1

El e e = Iti El



Es e .
(cosy + iseny) = 1+1

ESeuws (A)

=
e = 2 (em(R)

Es In 22"= In

ES 2u = 1n2 Ex = 11nz

eti
Disso
,

(*) fica :

In
e · cosy = 1 Ecos4 =1

Sentseny = S()
v2 seny = 1

E



Ou seja, montamos asoluções :

= = a +i =Em-

-

&co : Seja e a região :
e = 3x+y : -1xx1e0xYX]

.

e define + :r + & por f(z) = et.

Desenha a imagem f(r) .

Eout ~
a

- i f(z) = et ?-

2

-10 2 > u
2

et= en +iy = e (os+iseny)

y ↑ y : any
(z)

P(Módulo



como1 x 11= exel

en(real) ↓
ecrescente

12
e

argumento Y sacia entre or :

0<Y-I

Ou seja , f(e) ficará :

Na

4 a

- i f(z) = et
-

2

--
-

- 10 2
2 8

REPRESENTAÇÃO POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXO :
-

Do forma trigonométrica, temos
z = p (cso+1 seno)

Do estudoLa função expancial complexa,
iO
e = cosotisent ; e Lisso podemo



eineren :

10
E =p . e

S

chamada Le representação Le z na forma

polar .

-

-

FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS COMPLEXAS :
-

Da relaçãode Euler La aula passada,
tem-se

contiseny
j
i)
= cos(-y) + isen)-y) ;

e como La Frigonometria val , temos que
o cosseno e por e o seno é impor, segue

que

somentchisey



ein + eiy = 2 - cosy

=/cosy = meiI
Fazendo (I) - (I), , somos oltes :

ein _ éiy = 2i. seny

=
Estas Lus igualdades inspiram definit :

Def : Definimos as funções senz e cosz,

respectivamente, par

senz=tit , wosz
onde z= x+1Y. Ambas estãe definitos de Dem D.

Como são funções complexos , elar são

Lecompostos La forma uxir.



Mostraremos para fiz)= cosz :
-- -

ft) = cost =+ii(a
+y)

= t . (eix
-y
+ c

-ix +

y) I

= -(e! (coss +isenu) + e
! (cosx -i senu)

= /cos + e csu] +1 /e sens = e senn] e

=cos +-
-

~
cosh1 senry

I coshy . cose + 1- senby . (-sense)
- -

u(n,4) M(4
, 4)

=> u(y, 4) = coshY-cosnS~ (4,4) = -senty· sense



.: Um foto importante solve senz e cosz

que difere no core rol : no caso vol,

temoque , FUER,
Isenul11 elcosal -1.

No coso complexo ino è falso.

For exemplo os i será :

cosi=iili
=E

e

mente casai=V+ (O =

-

=-

e = e . e > e + e = 2e

=>
I cosil > 1.



oposito:Velew as reguiente proprioaI

(a) seu z+25z = 1

(b) seu (z +w) = senz - cosW + senw . cosz

(b) Cos (z+W) = cosz · cos-senz-sen

(b) cos(z) = cost ; sentz)= -sen z

DEMONSTR Foremos a prov
do item (a) e

-

or Lemais ficam como exercicio.

senz + 105z =(e
-

2iz iz-iz-ziz

=Ezi
+existe

-

A


