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INTEGRAL DEFINIDA:
-

~Eliminares :

ef Seja X CIR um conjunto não sagio. Dizemos que
XiImitadoSuperiormente re 7 MEIR fol que

x[ M
,
VnEX

Neste caso, Lizemos que M éuma cota superior

para o conjunto X.
ma un as anaX

Note que se X pormirma cota superior, ent ele

possui infinitos cotos superiores.

De foto , se MEIR éuma cota superio para
o way
:X
,
entre M +1

,
M +2
,
M +3,

tonbem se



#ef- Dizemos que XCIR é Limitado inferior-
-

Te re F LER
,
tel que

usL
,
XaeX

Neste caso, a chama-se
uma cota inferior
-

para o conjunto X .

fromo m un,

↳ X 112

Do mesmo moto que observado na Lef . anterior,
tenorque se um conjunto X posseir ume
-ate inferior L , terá infinitos cotos inferiores:
L-1

,
L-2
,
L-3, --

#Def! Dizemos que um conj XCI é Limitado-

quanto fa limitado inferiormente e superior-
mente.

Def! Seja XCIR um conjunto limitado

mprimente .Definidoprota



NotasEn : sup X.

~u

un un III sin

TupX
E X = 20

,
1).

auuum
Note que A meiX , mar 7 rpX = 1

.

Def Seja XCI um conjunto limitado
=

inferiormente. Definimo por Infimo 20 coujX

comoundo a mais Los cates.inferious
,
e

Lenotamos por infX.

Homemeu
inf. X



Ex - X = &t :
me 3 .

N = 21
,
2
,
3, ... 3

-
Note

que,
fr EN; > O

Entãe L =0 euma cata inferior.

e é a maio Lelor, pois se tornarmos

S > 0 qualques O<1.
, podemos

obter no EIN tolque 1 8
; efeXMo

Logo
,
OS 1 não serve como cata inferior

de Göreluso :

a maio Los catos inferiores LeX

é 0
,
i.e
, inf. X =0.



Def! Dizemos que uma funçõe : XTIR e
limitado es 7 m20 tol que

Itens /- M
.,
FREX.

"
Def Seja [a ,b] C um intenda. Definimos
-

a partiçã Le 29
, b) como o conjunto

p= &a = to < +< +
y
< ... <tr = b3,

ou seja, umaLivisão Lo intervalo [a,b) em
robinternalos

.La forma [ti-
,
ti]
,

nest,... m3.

a to te Es tp ...
'

betn
to



Def: Seja : Tab +I uma funçõe limitado e

p = 3 a =totztzc ...m =b) uma partiçõe

Eta
,
b). Definimos as somos superior e

inferior if e em vlaços à partição P
, rese-

finamente
, por :

S(tiP) =Miti-t
A

~(f ; p)= m (ti-te
onde : Mi = sup f(x) em = inf f(x)

[te-1
,
ti] [te

,
ti]

Considerando >0 em ta ,b] (ino para

Las um significado geométricos , entã
S(fiP) representa uma aproximaçã, por

aceno La área abaixoLo gráfico def em
/



Ta
,
b), se e (f;P) representará uma aproxi

mação, por falta, La área abaixo do gráfico Le

fem [a
,
b].

r r

=> a
I -

=>>>o 's⑧ -

in "
&

"
a
an
P P

SClip) = M .

(t
,
- to) + my((+2-+i) -(fip) = my(te - to)+

+ My( + y - tz) + my) +a- ts)
Mz(+2-+p)+ my(+z- +z)

+mq) +p- tz)

Intritivamente, nota-se que se
aumentarmos

a quantida de de pontos da partiçõe P original,
somos nos apocimo La áva exata.



TEMAI Seja f : [a , b] + 11 uma função

limitada e p uma partiçãoLe ta
,
b).

Entre,
e(f ;P)[S(f; P).

Demonstr: De foto, sendo P = &a = toct
,
< ... < tr= b3

uma partiçãoLo interolo ta
, b] , entre,

me = inff(a) = spfss = Mi , Vie 92, 2, ...,as
netti - c

,
ti] nethe-1

,
ti]

Como ti-te > o
,
Vi e 1

,
2, ..., 13

, regre que

mi (te-tr) M(ti-tre)

Tamanhorob todos os indices
,
ven :

wilti-tie)Milt
=> ecfip) SciP)

I

-



Let Sejam pe Luas partição de um interlo

ta
,
b]. Zinemos que & éum refinamento te

P se contine todas or pontos dep e pelo

menos mais un ponto
,
or veja, se OCQ.

Neste cor
, Lizemos que o é mais fina Lo

que P.

a I 11 I Ib 300P

↑
a 11 11111 refinamento& Lp.

Lent : Sejam P e & partições Le ta , b) , onde &

é refinamento LeP. Entre :

e(f ; P) = 1(f;9) S(fig)S(fip) .

Sou iga, ao fazer um refinamento, a somo

inferior não Limini e a sonce superios não aumenta



Nãodemonstraremos, mas sua interpretação e
bem grométrica :

7 a

F
Ina >est- p) - (f ,g)

·
P - refinamento LeP.

I

Ima: Sejam fita , b]+1 uma funçõe limitada,
De a partições de ta

,
b]. Entãe

e(tip) = SSf ; 9) ;

ou rejã, qualque soma inferior é sempre menor or
igual a qualquer como superior.



BEMONStri De foto
,
tome PVG eum

afinamento para Pe para Q ., pois

PCPug e acPug.

Então, polo lema anterior :

s (f
= P) = 1(f ;ptq)S(f + pup) <S(fi)
- - -

1

Def-1 Seja f : [a, b) + 11 uma função limitada.

Sejam
A = Se (+i P) : Pe partiçõe De [a , b33 CIR

~

B = 2 S (f+ P) : De partição Leta ,b73 CIR

Definimos ar integrais inferior e norior
Lof em ta , b)

, respectivamente, por:
b

f = my A = mys(t,P)
a Departiçõe

Le [91b]



e

= inf. B = inf . S(tip)
Pérpartiçã
Le talb]

Ref: Dinemos que : ta , b)+ Ir limitada e
-

integrável se, e só se
b

=
e este vola comm chama-se interal Lef

em ta, bj, e e Sentada por

I on find


