Universidade Federal de Pelotas
Curso de Licenciatura em Matematica
Disciplina de Variaveis Complexas
Prof. Dr. Mauricio Zahn
Lista 01 de Exercicios - Niimeros Complexos

1. Explique o sofisma! —1 = /—1-v/~1 = ,/(-1)(—1) = V1 = 1, portanto, —1 = 1.

2. A representagao matricial de um nimero complexo z = x + iy é a matriz M (z) =

r Yy
—y
Sejam z,w dois nimeros complexos.
(a) Mostre que M é um homomorfismo do anel dos complexos no anel das matrizes
2 x 2.
(b) Mostre que M (0) = 02, onde 09 é a matriz nula 2 x 2.
(c) Calcule M (7).
(d) Mostre que se z # 0, entdo M (1) = [M(2)]7.

3. Escrever na forma a + bi os seguintes ntimeros complexos:

(a) (L+2)(1+d%)(1+4)~! (b) 3(7 +24) — (5 + 40) + 1)i
(c) [(1—i)3 +57](1 +4)~! () 5z + V-2
(o 2= (0) (14 V31)°
2t —1
4. Se z1 =2+ 1 e z9 =3 — 2i, calcule
(a) [321 + 422 (b) (71 — 220) (c) (21-22)7"

5. Demonstre que

(a) o conjugado do conjugado de z é igual a z.
(b) o conjugado da soma é igual a soma do conjugado.

(¢) o conjugado do produto é igual ao produto dos conjugados.

1
6. Se z # 0, calcule o conjugado de —.
z

z+z - z—Z
e que Jm(z) = 5;
i

7. Demonstre que Re(z) =

8. Seja p(z) = ag + a1z + azz? + azz® + ... + a, 2" um polindémio com coeficientes reais.
Demonstre que, se w for raiz de p(z) = 0, entdo o conjugado de w também ¢ raiz
desta equacao.

9. Seja A = (aij)mxn uma matriz. Dizemos que A é uma matriz compleza se as entradas
a;j € C. Definimos o complexo conjugado de A como sendo a matriz A = (a@;;). Pela
definicdo, uma matriz complexa A é Hermitiana quando

A=AT,

(a) Ache a forma geral de uma matriz 2 x 2 Hermitiana.

lsofisma é o mesmo que paradoxo.
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(b) Determine as raizes do polinémio P»(t) = det(A — ¢tI). Mostre também que as

raizes sao reais.

Um numero Gaussiano é um nimero complexo cujas partes real e imaginaria sao
inteiros. Denotamos por G o conjunto de nimeros gaussianos G = {m+ni : m,n €
N}. Mostre que a soma e o produto de nimeros gaussianos sao gaussianos. Ache
uma condicao necessaria e suficiente para que um nimero gaussiano seja inversivel.

Ache todos os nimeros inversiveis de G.

Dado o niimero complexo z, mostre que Re z < |z| e que |z|> = 2 - Z.

Usando o exercicio anterior, prove a proposicao a seguir:

compleros z = a + bi e w = c+ di, tem-se

(a) [2-w| = |2 - |w

(b) [z 4+ w| < |z] + [w]”
Prove que |z| + |y| < v2|z + yil.
Prove que |z|v/2 > [Re(2)| + [Im(2)]
Dados os complexos z e w, prove que

R I I
I+ lz+w| = 14z 1+ |w|

“Dados dois miumeros

Sejam a1, as, ..., a, € by, ba, ..., b, nimeros complexos. Prove a desigualdade a seguir,

conhecida como desigualdade de Schwarz

n 2 n n
Zakbk < Z |ax|? Z |br.|?
k=1 k=1 k=1



