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-OPRIEDADESDOS Limite:

proposição : (unicidade do limites o limite Le uma

função se existia
,
é único. On veja, Lato

a er um ponto de acumulaçã de um corj-X,
f : X + 12 uma funçõe. Entãe , se

limfsul = 2 a limf(n) =M,
n -1a x-9

entãe =M .

Atmonsor: Suponha que limt = Le
n-19

que linfin =M
.

For absente
,
sou gre

L M .

Tome C = /1-m1 > 0

Como lim fin) = L
, negue que 78. 0n-a

tolque
,
Vn-DC) tol que

0cIn-al < 2 = 1 fin) - 2) <&(*)



Do mesmo moto
,

como liurfin =,e

regue que 78230 tolque

< In-al(S = (f(u -MIE -
(**)

Some f = min 36
,
S2430.

asolae
Anim

,
VneD() : oc-alS

,

volem

Che CA*). Disso :

= -mD = - fin + fu -m =

-

= ((L - f(n)) + (f(x) -m)) -> ((f(x)) +(- m)
< E

Z <
+E =2
-

=> 29. Absurdo !

Fatanto, L =M ., provento a unicidade
El

-



~ent
po sanduiche : Sejam f , g, h : X + IR

funções , a EX (i . e.; a EIR eum porte de

acumulaçãoLo cruj X) , tois que, a EX,

frus <g(a)Sh() .

Se him fin) = 1 = lim hsus
,
entre

a + a a-9

lim q() = L
ama

*~terpretaçãoGeométrica :

MONSTRATE : Dato 970.

tono limfal = L
, segue que 76,30

n-19

folque, VneX :

0xu - a)(8,
= ( f(m) - L((9 . (x)

Do mesmo moto
,
como limb) = L

, segue que
4-

78230 folque
,

UneX :

0 (in -a) < bz = (h() - L)9(*)



Tome f = mind
,
5340. Anim

,
VueX

;

Ao que oc-al < f ,
rolm (*) e <**)

,

ou seja , velem

Nfsul-LD&e /hm-LAd ,
Loude

regue que
'*

- E < finl-LE

(I) e--
Como

, por hipótese,

f(n) -> g() -Jhsu),
FREX
,

subtraindi Lem toda a cadeia Le Grigualdade,
meni

-EStins- Lg() -L h() -L↑
por (11) por (1)

= - E(gin-LE
,

Yu : ocuals

Ou vja,
1gm1-11 <E

,
sempre que

0<-al
i.e
,
mostramos que lin g) -=

I

~Lembre-se Las funções elementares, o estudo Le
modelos :

Inla E -an19.



Exemplo: Jeja fin) = 1x-1)2 cost
Frome que lim fu =

Auto: Note que , X : Isal1
,
i .e,

- 15/1

Assin
,
Vo1

,
temos que

-Las 1.

Multiplicanto por -120 , obtemos

-(n()?Co

= - (-12 f(u) = (n -1)

Como tim-(au =
- (12= 0

,
e

a+1

lim (au = c-1)
2
= 0

,

n-11

pelo +Lo Lantricur segue que
liv f =0.
n+1

I
-



uma ilustra DO
f

>O
q

PROBLEMA ANTERIOR

PELO GEO GEBRA

h

Roposição PROPRIEDADES Aritméticas DOS LIMITES)

Sejam +, g : X + 1, a =X. Se

him fral =Le lim g) = M, entre :
n-1 a n-19

(i) Lim (faleg) = (th = limfal + him ga!a
n-19

n-19

(ii) lim (f(a)-g(u) =L -m =limfin) -limg.

(iii) him fiul-gans = L
. M =lima) - limge

n -a



sim)himaman,e
n-19

Leste que in =0.

M

(r) hi [fsu) (84) = L
n- q

(ri) him In fins = In Gleine fl,e
a-19

Lesteque In finl >0

Demonstr: Erocremos apenas (i)

(i) him (fru) +y(n) = L+M.
n- 9

Pato 270.

Como limf(n) = 1 , negueque 78.30,
n+ a

tolque
,
Vnex :

< In-al < S = 1 fin) - LI <E(*)

Como lim g) = M , segue que 76270,
a-a



tol que,
FrEX :

< In-al <
2
= 1gm) - M1 < ***)

E

Tome f = min{S
,
62330.

Entro,neX : 0 < In-al CS
,
rolem

(N)e( **) .

Assim :

(f(x) +g() - ( +m)) = ((+(a) - L) +(g()- m)))

1f(n-(1 + 1g(x) -M) < * +& = E.* TamE
-⑫quale se 2 Z

·em 2x1+1
Oureje,

mostramos que,
7230 Lato,

Esso fel que

If(a) + g(x)
- (( +m)) < d,

sempre que ocIn-a)CS ; ou ige,



mostramos que lim fluigsu = L+M.
2- a

12

-

proposição: O limite Le uma contente e

a própria constante. Ou seja
,

se f:X-R,
fil= K

,
EXEX · entre, Leto a Ex'

/ C

him K = K . y a
n-19 -

1

-o
a

a

minstas Data Eso. Freinamos encontrar 6,
tol que

,

VnEX : Octu-al <8 + 1 fiu) - 19.

Note que, qualquer 820 serve , pois

If(n) - () = (k - k) = 0 <2
,
Vazo
,

então, podemos torma 8 = 3.

12

Exe lim = 3.
-

n+ 1



Proposição: Lim x =a.

n-

Delo 130, precisamos aces 120 tol que,

YneX : ocIn-al< (fin)-alcE.

Andianto Ifsal-al
,
temos :

Ifa-al = In-alc8 : = E ..

Ou seja, lasta timor S = E.

- ⑪
Ex-' limu = 5.

;
lim --=

n+- 3

~

Troposição
:lien nae

Amorsth: Sento flal = 1 ; g() = ~,

entã him grd)

hims a = lien fuslimf-
n +10

=
M
,CLIMITE DACONSt]

=Chimn) a S

- D

a Prop . auterive)



Aopi Sep(a) = a + a.x + a2n2+... +a
entãohim p() = p(b) .

n-- b

demonstr De fato , laste usas or resultados
-

limiteanteriores : Lacomo

line fu) = lim (90 +9 +atu
n+ b
-

= liv as him apx + him an---tlim an
an

n- b n- b n+ b a-b

Limite do b b2
T

↓ produto - -
= limao + lima . limp + lima2 .

Lima +--
n- h n+ b h sub

e---- liman -

himab
an b n+ 4
-

=
90 + 9 .

b + an . b2+... + an .
b
= y(b)
-

- 17

Exr ! lim " - 2n2+3 = (173- 2. (12+ 3 =-

x+ 1

= 1 - 2+3 = 2

=


