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Ef Dados a,be, Lizemos que a el
menor on igual a b, e exaremos abse ,
ecomente re

,
5 mENUSOS tolque a +m =b.

pinemos que
a é estritamente meno Coque b ,

e ereremos ach ve
,
e só se

,
IMEI tol

que a+m =b.

Neste coro, diremos que m = b-a estive,
e enevemos b-aso.

noposi
Dados a,bic

,
rolem an regit

se

P1 : aa CREFLEXIVIDADE)

P : a_b eba = a = b (anti-simetria)

PS :
a ab e bec ac <transitividade)

Pri nole exatamente uma Los entença , Fa ,be :

a<b or a =b on as b

CPROPRIEDADE DA TRICOTOMIA)



Demonstra Trovaremos somente P2 ePs.

E: Suponha que ab e ba.

Como a b
, segue que

- me NNUS03 telque

a +m =b(x)

Como b1
, negueque It

E IN USO4 tol que

b + t =a( *)

Combinando (*) e (K*)
,
nem :

=a

4
a+m

-(a +m) + + =a

Tela asociatividade
,
vem :

a+ (m +b) =a.

Tela lei do cancelamento,

a+ (m ++ = a = m++=0,

e como m
,
tENUh03

,
a igualtate a + t =0

só terrí untido se m = t =o.

Dina
,
de) on Le*) concluimos que

a =b,



o que prova
Pr.

Tonemos : a b e bx = ax

Japoula asb e b >C.

Como a sb
,
entre - MENULOS tel que
a+m = b (1) ·

Como b1C
,
entre - E NV403 tol que

b+ t = (1)

Combinando (1) eC#)
,
vem :

-++ = c
1

a+m

=> (a +m) + + = e
=
o qu , por

anociatividade
,
van :

a + (m + E) =C
,
com me N 1903,

-auveja , motramos que a
A



-proposição: Dofon
,
a
,
bEE

.
Entre,

a -b = a+c = b +c
,
Xcz

HEMONSTR : Supondo ab.
Entos, 7 m ENU403 tol que a +m = b.

Tomando c à igualdade, ven :

(a +m) +c = b+

For anociativitate,
a + (m +c) = b +c -

For comutativida,
a + ( + m) = b+

Ta anociativitate de nono :

(a + c) + m = bec
; mENGOS

on eje, concluimos que
a + c < b +c.

#

-

uma importante consequênciaLa resultado acima
e o seguinte corolário :

corolário : Jeja a 2 . Entre,-

ao = -a30 .



Amonstr Suponha que a 10 . Tela proposição

anterior
,

somando"a"a esta desigualdade, vem :

- a +a - a + 0 = 02a
;-

I

O

ou seja, regue quea 0

;
como queriamos montros .

1

-

CONJUNTOSLimitados

Def Seja Ac um conjunto não-nazio. Dinemos que
o vo. A

e levitadoinferiormente se
,
e so

r
, 7 KEE Ad que , FaEA.

Neste coro, Lizemos quee e uma
tainferior para o corinto A

He Seja Ac um conjunto limitado inferior-
mente. Dizemos que 9. EA é o elemento
mínimoLo conjunto A se

,
e rosse,

90a
,
VaEA.



trop: Se um conjunto A CZ por
elemento mínimo, ele é único.

acemonstr: Sejam ao ebo Lois elementos mínimos

Le um conjunto A , limitado inferiormente.

Então, FatA
,
tem-se 91a e bosa.

Em particular, ao 16 e b 19..

Então, pela propriedade antissimetrica segue
que ao-bo, ou veja, o elemento

mínimo,Le

um conjunto, aistindo, e único
17

-

: De forma similar podem-se definir conjunto
limitado superiormente e elemento mácimo Le

~conjunto,
se existis

No que segue apresentaremos um aciona

fundamental : o principioLa loa artenação



Axiona (principio da Boa Ordens Todo conjunto-

não razio Los inteiros não-negativos posse
elemento mínimo.

Este aciona é vital para muitos sultado

que estrdoremos,
dentre os quais o seguinte :

p: Não siste minera natural entre o es

Demonsta : for abundo
, suponha que exista minei-

natural entre 0 e 1. Disso
, defina o conjunto

S = &MEN = 0 > m <4.

Tela hipótese La absurdo temos que S#0.
Além Lisso, temor que

todo elemento de S e

positivo, pois130.
Entãe S é um subcong . Lor inteiros não-mega-

Tiros. Assim, estamos nos hipóteses Lo acioma Lo

Princípio La loa otem.

Velo principio La boa atem
, segue que

= m = mins ,
mes

Como mes regueque Om[1.

Logo, my0 e m <1
.



Multiplicante m < 1 por mso, obtemos

m2m

Além Cisso, m20 e om

m2 m <
3

Logo, MES ;
mos misen =mins ;

or veja,
obtemos um elemento Ces

que
e

meno Lo
que

o mínimo Les
,
um alise do !

Fortanto
, * MEN tol que 0 < m<

1

-

proposição:RIEDADE ARRIMEDIANA) Sejam a, 4

inteiros positivos . (emN). Entãe
,
7 no EN tol

que no .a >
b.

Demonstr for absurdo, suponha que seja folso,-

ou veja, suponha que , FMEN, tem-se m
.ab.

Defina o conjunto
S =(b - ma =me

,
m)0

o construcou SENU903. (rois ma
mas,d)



Felo princípio La loc otem segue que 7 mES,
tol que m = min S .

Então,
Levemos ter

, por construção
de S

, que

m = b-k.a
, por algum EX, 10.

Seja e =b - (k +Ha
,

leS .

Entre,

1 = b - (+1) .a = b -

ka
- a =m,e
-

ou seja, l ES é tol que
&< m =mins

,
um absurdo !

Fatento
,
Va

,
beI

,
tro EIN tol que

no . a > b.

17

~

Epróximo resultado é uma extensão Lo principio
Le la ortem.

proposição: Todo conjunto não-nazio Le inteiros,
limitado inferiormente, possui elemento minimo .



monstr: Seja A CE um conjunto não-regio,
que veja limitado inferiormente.

Logo, KE tol que a, Fatt
.

Defina o conjunto
S = (a - k = a13

Entre
, 50 poin A +0.

Como <
,
VAEA

,
os elementos Les Sãe

não-negativos.
Entãe, pelo princípio La loc ortem , segue que
7 m =minS

,
Lado por

m = 90-k
, pare algum 9 EA.

Vamos mostras que ao =min A .
[o que concluind

amova La proposiçã
Temos a. EA . Tor absento

,
se TEA tel

que a (or so, se por absurdo as nãe

for a mínimoLe A) .

Somento"-K"
,
obtemos : ao- >-K

,

ire;

< 90-k = mins

ES
~

Ou seja,
-(mins e a-kES

,
um

~do ! Fortento, o =min A 1


