
ARITMÉTICA z/2d-aulaor-

~Meros NATURAIS A Partir dos AXIOMAS De PEANO :

Fora estruturas uma terria matemática, Lere-se

partin de alguns conceitos ( como entes primitivos,
definições e cociamos molidor sem Semonstração), e,
Depois, a partir Leles, aparentos proposições e
teremos

,
or quais nom os conceitor anteriors e

a lógica matemática para provar suavalidate

giurcope Teono (1058-1932) foi um mate-
mético que,

terenolveu 5 aciomos
,

chamadorde
Axionas de Peano

, para
estruturas o estudo Lo

conjunto i Lor mimeros naturais.

-imagem Do

WIKIMEDIA
coMMONS.

Fora tel
,
ele introduzin a conceito de nuesso

de um número .



.De atual
I : Se aum miner natural

,
então o ser

sucessor é único e também eum número

natural .

Es : 1 não é sucesso Le renhum número natural.

Pa : u Lois mimeros naterais possuem omeso=

necessor
,
então ester dois números ros iguais.

: Se S é uma coleçõe Le mineros naturais

tol que contem os e tol que todo elemento
de s também contém o seu menor em S

S
então a coleção Se todo o conjunto IN
Los mineros naturais.
-

Denotando amcessor de a EN por
at
,
os

aciomos de PEANO polem ser sescritor por :

Pf : 1EIN ;

P2 : ae N = ateN. Ce é único)

Ps : Va : a EIN - at 1.

Pn : at = b+ = a = b.



P5 : SCN Sol que :

[is RES ;

(ii) a = S = a
+
ES

.

Entre S = IN

=siofo auciona Po é a principio La induçõe

matemática (mulimentos)

02) Obviamente, o cary
: IN dos números

naturais
,
via aciomos Le Scano, e

definito por :

in =31
,
2t,+2

+

, (2+1+ )+, ... 3
-

nosis, VaEN ,
ata.

Em palavras : neulum numero natural pate
ser osucessor de si mesmo.

Demonstr: Usaremos a caciona P5 Lo seguinte-

moto : seja SCIN o conjunto

s = (aeN = a
+
=a)

Fora provar a proposição losta motor que S = N.



Por isto
,
temor que motor que :

G)2ES
;

Gi)a + S = a
+ ES

.

(i) Note que,
Le Ps temor que

,

Vae
,
a* 1

Em particular, como 1eIN, Cevito a Pr,
tem se

que 1++ 1.

Logo
,

conclui-se que IES .

Além Lisco
,
concluímos que #X, or

po, está bem definido.

(ii) Dado a ES
,
somos mostros que atES .

Como a ES, o mesmo Leve obedecer

a regia que determina que o
mesmo esteja

em s
,
ou igo,

a
+
a .

De Pr
, que Lizque.=B ==P,

por transposiçõe teriamos:BEst
De=ge) va=P)

Entãe, sento a + a , segue (por transposiçõe
2 Pp) que catt + at ; o que nor diz que



a
+ ES .

or seja, Lato aES, mostramos que o seu
inceros aT ES

, porando (ii).

De (i) e (ii) regue Le Ps que S = IN,
ou veja

,

mostramos que atya , VEN
A

Toposição: principio da indução matemática,
aForma)

Seja PCM) uma afirmação solve n EN . Se :

as PTL) for verdadeira ;

Gis P(K) for verdadeira para um certo

EI
, implicar em PCKT) ser verdadeira :

Entre
,

P(m) e verdadeira
,
Fre

⑯: a itemsi) doma-rese da indução.

No item (ii),
P(K) verdadeira PCKT) verdadeira
--
Hipótese DA TESE DA INDUÇÃO -

inducão
(



Amostração : Basta observar o acioma P5 :

Seja S = Em : Pla) é verdadeira?
Basta mistros que

S = N.

Selo Item (i) temor que PP) é verdadeira

Logo , 1 E IN (*]

Tela Itens (ii),
,
na hipótese La intuções,

temos que supondo que PCK) seja verdadeira ;
or sego

,
supondo ES, segue que PCKt)

também é verdadeira
,
ourejo,esj

concluindo que :
keS = k

+
ES (**)

De (*) e**)
,
mando Ps

,
concluímos

que S = N ; o que mostra que Pan) é verha-
Leina FMEIN-

1
-

obs ideia do principio da indução matemática :

Esta princípio é usado quando precisamos motrony
para alguma propriedade que Lena reler Fre
con um boug infinito Le ). Como não e

possível in "TESTANDO" para
cada n

,
Ceremos

usar a infuçõe : ou seja , testos para o primeiro
rela (a n =1

,
por exemplo), e depois, mostro



que ,
volento para um certo n

,
valerá para o

seu sucessos.

Um
esquema para visualizar a ideiaLa

infução éorciterer um jogo Le Cominó com

infinitos paços
, cujo objetivo é enfileirá-los e

Lemilá-las
.

Saberemos
que

todos as peças coisas re:

(i) a 19 peço coin ;

(i) a queLa Le uma peça produzir a queda
La peço seguinte.

-.
->MAD ... - MMM ...

. .

: Unaremos, na prático, a notaçã Le
menos de a

,
at

, por a+1.

Anim :
1 = 2 ;

2 t = 3
;
etc.

Vejamos um exemplo :

E Mostre que
12-22 + 34-- + m2=En+ )

,
VEN

Solução :

(i) Base Da Indução :

n = 1 : 22(2 . 2 +)



- = -2
. 3
= 1!

Logo
, sole a lose La intuçõs.

(ii] Suponha que aigualdade aja
verdadeira para um cuto n = k

,
or

rejà, que role

22+ --- +=k+1) . (2k+1) . CHIPOTESE
6 DA

INDUA)

focisamos mostrar
que sole para

m = kt.= k+
&

ouseja, mostrar que

+2 + --

+Se
1 TESE DA INDUN)

.

Da hipótese La induçã ,temos :

22+ ---+=+(2x+1)

Tomando (12 em andos os lador La igualdade,



somos obter :

2+ --- + k +(+12=(2x+1) +]
we

=
x4+. (2x+1)

+ 6 - (k+1)

-
/
S

_21 + 3 =
2k+7k+ 6 = (k+2)(2k+)

-O·
Portanto

,
sole (ii)

~(i) e (ii) o resultado regue por induçõe .

I



EXERCÍCIO : Mostre por infuções que

-2
. 3 + ... + 2. (n+1) ==.

(+)
,
EMEN

toEm N :

Definimos a operaços +: NXIN-IN,
(x
,
y) + x +y,

tol que V a,bEIN ;

a + b) = (a +b)
+

Tor exemplo :

· 1 + 2 = 1 + 1+ =( +1)
+
= 2+=3

-
-

· 3 + 5 = 3 + 4 = (+4)
+
= 7 =8

- -


