Fundagao Universidade Federal de Pelotas
Cursos de Fisica e Quimica
Disciplina de Caélculo 3 - Prof. Dr. Mauricio Zahn
Lista 11 de Exercicios - Integrais de Linha. Teoremas de Green, da divergéncia e de
Stokes

1. Calcule a integral de linha de cada campo vetorial F dado, ao logo da curva orientada
indicada em cada item:

( y) = (22, 2y), ao longo do segmento de reta de (0,0) a (2,2).
y) =4

y) no quarto de circulo z24y% = 1 com z, y < 0, e orientacdo anti-horaria.

(1+ A, () = (3,2,1%), com 0 < £ < 1.

2. Calcule f7 FdF, sendo F(z, y) = 922yi + (522 — y)j, onde v é a curva y = 23 + 1, de (1,2) a
(3,28).

3. Mostre que a integral fy(ln:p + 2y)dz + (e¥ + 2z)dy é independente do caminho. Depois,
calcule esta integral sendo v uma curva do ponto A(3,1) ao ponto B(1,3).

4. Mostre que a integral fv(sen ysenh x4 cos y cosh z)dx + (cos y cosh  — seny senh x)dy é inde-
pendente do caminho. Em seguida, calcule esta integral do ponto A(1,0) ao ponto B(2, 7).

5. Calcule [, Fdr, onde F(x,y,2) = (e“ 4 )i+ (e¥ 4 2)] + (2xz¢* +y)k, ao longo de qualquer
caminho do ponto A(1,1,0) ao ponto B(1,2,—1). Por qué por qualquer caminho serve?

6. Determine as seguintes integrais ao longo dos caminhos fechados:

(a) ?{(2:1334 + 4)dx + (2* 4 2%)dy + 22ydz, onde ~(t) = (sent,cost,t), t € [0, 27].
gl

(b) f(xy + 2z)dx + (x — y)dy + 4zdz, onde (t) = (sent,cost,t), t € [0, 27].
gl

7. Calcule a integral de linha em cada item a seguir de duas formas: (i) diretamente, através
de parametrizagoes; (ii) usando o teorema de Green.

(a) ﬁy zy?dx + x3dy, onde vy é o retangulo com vértices em (0,0), (2,0), (2,3) e (0,3).

b) § ydz — xdy, onde 7 ¢é o circunferéncia unitdria com centro na origem.
gl

8. Use o teorema de Green para calcular cada integral de linha a seguir, ao longo da curva dada
com orientacao positiva.
(a) f,y eVdx + 2xe¥dy, onde v é o quadrado de lados x =0, z =1, y=0e y = 1.

(b) fv(yeﬁ)da: + (22 + cos y?)dy, onde v é a fronteira da regido delimitada pelas pardbolas
y=1a%ex=1y>
c) f7 re 2¢dx + (z* + 22%y?)dy, onde v é a regido entre as circunferéncias z2 + 3> =1 e

22 +y? =4

2
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(e) fV(Gy + x)dx + (y + 2x)dy, onde v é a circunferéncia (x — 2)? + (y — 3)? =

1dx — arctan zdy, onde v é a elipse 422 + 25y = 100.
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. Utilize o Teorema de Green para calcular fv cos(z — 3y)dx 4+ In(z + y)dy , onde v é o qua-
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1,1), B(E’_Z)’ C(= ) e D(1,0).

drildtero ABC'D de vértices A( S

Use o Teorema de Green para calcular fv e*Hdr+e*Vdy, onde 7 é a circunferéncia 2% +y% =
4.

Em cada item, verifique o Teorema da divergéncia no plano e o Teorema de Stokes no plano
para F' e 2 dados.

(a) F(z,y) = 3xi + 2yj, e Q é a regiao limitada pela circunferéncia 22 + y2 = 1.

(b) F(z,y) = (22,42), e Q a regido limitada pela elipse 422 4 25y = 100.

Sejam u e v fungdes escalares possuindo derivadas parciais primeiras continuas no dominio
aberto e conexo () do plano xy. Seja v uma curva suave fechada simples em 2. Mostre que

ou Ou ov  Ov
= — = = — - — A.
jguvdx—i—uvdy //Q [v<8x 8y)+u<8x 8y)]d

Use o Teorema da Divergéncia para mostrar que, dado um campo escalar g : Q C R? = R
com derivadas parciais continuas até a segunda ordem no aberto {2 e v uma curva suave
fechada simples em €2, entao

0
j{gajgds = // (9Ag + [[Vg[[*)dA.
v OT Q

0
Obs.: a quantidade Vg - = Ojg aparece na integral de linha. A derivada direcional de g

na direcio do vetor normal 7 é chamada de derivada normal de g.

Use o Teorema de Green na forma vetorial para provar a primeira identidade de Green:

//QngdA:éf(Vg)-ﬁds—//Qvf.vgdA’

onde ) e y satisfazem as hipéteses do Teorema de Green e as derivadas parciais apropriadas
de f e g existem e sao continuas.

Use a primeira identidade de Green do exercicio anterior para provar a segunda identidade
de Green:

//Q(ng_gAf)dAzjg(ng—gi)-ﬁds

onde ) e vy satisfazem as hipéteses do Teorema de Green e as derivadas parciais apropriadas
de f e g existem e sdo continuas.



