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No aula passada iniciamos a estudos Le integrais
multiplas

,
consideranto f: A CIRM-IR uma função

limitate e a crM é' um bloco horm.

Tenho P = P
,
XP2X--XPm uma partição de um bloca ACRM

e f : A - 1 limitada, então
, definimos na aula

parata : (Para ilustrar : Se a cir fosse um cubo mágico
S

OS Cubinhos do Cubo mágico Formariam uma PARTISÃO REGULAR do
mesmo]

~ (iP) = E .my . Vol(B)
;
S(f;

P) =&M .Vol(B)
BEp BEP

BEP
Evol = Nol(A)

A BG P

Vimos vários propriedades sobre as somos inflsior e

regacion
-



INTEGRAL SUPERIOR E INFERIOR :
-

De um resultadoLe Análise
,
temor :

Sejam M
,
N CIR conjuntos não razionde R , trie que,

VEM
,
XYEN

, 11 Y .

M *
ma on walke num,IR
my M-Tif . N

Entre
, mp M & inf. N-

Alim Lis , repM = inf. X930,
JxEM

,
ETEN

foir que y-u19.
A I N

-mude
2 supM = inf.N

Isto porto, somos adopta este vsultado para

o nossa estudo , Lo seguinte moto :

Seja : A CIRM-R uma função limitada en

um
bloco A CRM.

Defina M = ( e (fiP) : Pepetiçã Le Ah . CIR

N = [S(+ +P) : De partição de A3
.

CIR



Conforme a último resultado discutida no

aula passado, qualquer soma inferior é' sempre
menor or igual a qualquer soma superior , entre,
XxE M

,
XYE

,
x1Y

Definimos as integras supera e inferior Lef
no bloco A

, respectivamente, por :

& f = inf. S(f;P) = inf N
,

A Ppat
-A

R

En f = me (f ; P) = mp M
Oport
Le A

Tela acima observado ;

by MX inf-N or igo,

f
Alim Lisso,

my M = inf .NE
X90 FUEA e -7 EB

Ad que 7 - x2



No nossa casa,

= J es 930
, 7 Pr , Pa patições Le A

A

Adie que S(f : P1) -e(fiP2] <&.

Assim
,

Livemos que f: ACIVIR e imagonal
mi bloco A se, e somente es,

* + = J +.
A #

&

e este solor comum é Grotado por If
Quanto A CIR

2

,
escrevemos

St = Stindudy Cota

O que temos acimo já é um critério de

integrabilidade , porém ele é mim pois toma Luas

partições P
,
e P2 .

Melhoraremos Lo seguinte modo :

oposição (Critério De Integrabilidad Seja f : ACRMIR
uma função limitada no bloco A CIM Entes,
f e integrável na bloco A se

,
e comente se

VE0
,

7 P partições de A tol que
s(tip)= A (f ; P) /C .



DEMONSIR- : Suponha F :ACRM-IR integrivel.

Então, Lodo E30
,
7 Pr

, 2 partições de A tois

qu S( +i P) - est ; P2) <2.

Seja p um refinamento para P e para P.

(P = P
,
+Pz)

Então, como ao refinar, a soma superior
- aumento e anome inferior não Liminui,nee

termos :

~ StiP2) -> 1 (+ , p) S(f-p) =>S(fiP)

Note que :

#H- P2) < E ., por hipoter ;
li

scfyp, SCP)

=(+; 02) > - 0 ( - p)
S(tip)-e(tip)et ,P .

Por hipotese .



=> SCAiP)-e(tiP) < 9 .

reciprocamente, suporta que
FE0

,
70 partiçõe

Lo bloca A tolque
S(+ P) - 1Ct ; P) <& .

Entr
,
am particules

,
tome P = P = P.

Diso,
Vaco

,
79
,
12 partições /no corP)

toir que
s(f ; Pr)-1 (f i P2)

,

on ve
,
t e integrável.

A

-

Vejamos exemplos :

of Calcule S(x +5y]dudy , rente A ablo

Lato por A = 20, 17 x [0, 3].

Solvo: Temos fin,y) = 2n+54
.

SejaP uma partição regula que Limite

10, 13 x (93] em subblocs B Lo seguinte moto :



·3 =3
P = D

, XP2 , onde
M M

Pr Limite To
,
17 em ~

-----⑧34 I subintendo Le tomano
m -

: An = 10 l

- P2 Limite [0
,
BD em n

2.I - B " mb intervalos Le tomala
>
-

14 = 10 =
2

2 M
M· In-in =

M M

#sy
An
= 1

O volume Le cofa um Lusa bloco será :

vol (B) = 1u . 11 = A . B=m2
Y

fin
,
M = 2x+54 é rescente emt ., entre

o mp + ocone no conto superior ·E
direitoLe cada subloco B. I
On seja, ↑g

= f(y
,y))= (a+5)A M

E
Insup 7 =1 y= 38.
T



Disso, montamos :

S(iP)=
-

-
n
=

1 8 =1

=
M

=

i
.
[1 + 15. 1. j

m3
↑

= 8=
m3
Ent

8

-
& ↑
+ +bt --- + 1
-

maditivos

=5=/
2

↓ i +4.1 E-
12 12 8=1= --

IS 1 +2+--- +m

1 +2+-.. +M

&ithtreta=-
-



EntMt

= ) + y(z) = E()

= E . (1 +a)

Ou seja, obtemos :

S( +, P) = = . (1 + h) ·

Ao refinarmos a partiçõe P, o n tendera

o infinito , e Lin, obtemos :

If = limS(fiP) =
m+

A

= lim * (1 +1) =Es
m10 #

1

Analogamente se mostro qu

It=



Fatento
,
feintegrovel, e

=
-

-obs-1 Resultados sobre somatório
que nos

F

usados nestes tipos Le problemas :

a) =
m

1

02) Yi = 1+2+ - +m = H
=

03) i2 = P+2+-- +m =
( + 1)(2m +1)

1= 6

or 5 i = 12 + 23+-- +m = [2
1=



02) +: A Cr + IR Lada por , onde A = 10
,
17x 10
,17

fin,) = [1 , e n
,
7Q

10
S
ra Ron YXQ

.,

uma varianteLa função Le DiriCHIEY.

Seja P = P
, E uma partição regular Le A

#
p

I
P,

Neste caso
,

VB rubblocado bloco A
,

não critic pontos (2
,
4) com coordenenados

vocionais e inacionais
,
Levito à tensidade tor

nacionais e inacionou em /R

Dessa fama ,
V B subbloco de A

,
teremos :

uB =
0 2 MB = 1.

Logo , ten-re que :

SCtyp) = [Mg . Vol(B) = E volB) =
- BEP El

BEP



= Vol(A) = area Lo bloc A =(1)2=L .

-

l

> (tip)=Smp . Vol(B) =

·

"

Então
, por ecuplo , e = 170 ; temos,

XP

partição :
-(tiP) - e (t, , p) = 1 - 0 = 17E .

Logo, I nos
é integrand

-


