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CAPÍTULO# - INTEGRAIS MULTIPLAS
-

preliminares : Queremos Los sentido para calculate
-

If onde +:- CIRW-R . Cintegral definita) .
/

M

Fora isso
, pocisamos adoptar/extender ar resultados

trabalhados ma cóticos, no que diz respeito à

integração. A primeira dificuldade a ser observato
el que no calcula a 1 variável

,
(e comple

, por

simplicidade, t, 0) ; entre :

Ya

, It := AREA ABA
do SUÁFICO

a b
Su [q

,
b] D=f

para inse
, faz-se uma partição P Le [a,b),

e monta-se umasomo Le VIEMANN Lof enta ,b].
O limite desco como com n (n = minero de rubin-

tenrolas La partiçãop) tendendo ao infinito,
samo obter It = liv S(); P)
m

[a
,4] ↳ Sort De RiEMANN .

IIIb
No entanto quando temos f : e CIRM- R a

dificuldade aumento, pois a partição La região



mauma grade na q algumasdira e
No cara

por exemplo, esta· subdivisõe La2)partiçõe /gra
não fica inteira -
mente contidaem

↓
Coma monta uma

27 ↓anaGriene a
A·

por esta seção, inicialmente estuda-seIf one

e é um Bloco Lo IRM
,
c -
f- a definiçõe que segue :

Defi Um bloco A CIRM é um conjunto definido por
-
-

A=,bi) := bix( ,b)x ... Xam ,b



Ex em 1122 : um bloc A é La tipo:

A = P (a
, b) = <a

,

b
,
7 x 292

,b)
1=1

I↑
an in

f

Observa que : em 12 um bloco e un intervalo ;
em 122 um bloca é um stângulo. Já emIR3 um
bloco e um paralelepípedo.

O volume Le un bloco A é definito pelo
produto Le suas Dimensõe. On seja,

vol(A) = (bi -9) =
1=

= Ch -9,) . (b2 -92) ..... (bm-am)

↑or exenylo :

· emR
: . Vola = b

matida Lo

comprimenta.



· em: vole= (b) . Cha

= area Lo

retângulo
· em

1223 :
Ir

Vol (A) = (h
,
-9.) . (by-92)-(y-as)

" [b3-an

-Cy = Volume Lo
- - b

-as paralelepípedo.
a 1-

V2-az

Defi Uma partição Le um bloco ACIM-
-

um conjuntoP Definito por

P = PrXP2X Pax --- XPm ,
onte :

Pe : e partiçõe Le [a , bi]

P2 : e partição de [92
,
42]

i
Pm : é partiçõe de 1am

,

bm]

A C1123



↑a exemplo ( caso regular : curomásico)
↑

PARTISE REGULAR
S

Mas 3 DIMENSÕES
,

Uma partiçõe P Le um bloco A determina

no mesmo subblocos BEP
,
e
,
foir que

Vol(A) = E vol (B)
BEP

#Dizemos que uma funços f : A CIW-IR

Lefinido no bloco A 20 1RM é LIMITADA re
,

e somente re , 7 m >0 tol que
If insN M

,

Un = A .

Deambre : x = (22
,7, ..., m)

Het- Seja + : A CIRUR uma funçã limitada
no bloco A. DoLa Puma partiçõe de A,
seterminando subblocos BEP

,
definimos o

infino e o spamo Lef em cada subbloc,
por ; respectivamente :

Mp
= inf f(ul ; Mr = sup flas .

rzB nB

min ma



Ex:

Em 112 : f : A CIR-IR

u MB = inf. f(x)

I nEB

16 a MB =up fins
27B

1--- 1

P

Isto posto, podemos definir or conceitos Le somo

superior a some inferior :

#et Seja : A CIRM-IR uma funçõe limitado
num bloco ACIM. Definimos as somos superior

e inferior def, em velação a uma partição p
Le A

, respectivamente , por :

$(t, P) = [Mg-Vol(B) e s(t ; P) = 2 m .Vol(B)
BEP BEP

-

Em 112 :

~-/

p B

* ol(B) = comprim .
do intervalo

.



&

↑

~
p

T + 20 no loc A
,
entre
,
e ItiP) ser

uma aproximaçõe Le como Le Riemmon (ava,
volame

, Dependente da Limensõe por falta , e S(f= P)
será uma aproximação La sama de Riemman po
excesso

LEMA: Seja + : A CIRM-IR uma função limitado

em um bloca A CRM. Seja P uma partiçõ Jene
bloco

,

Determinante subblocr BEP. Então,

1 (tip) < S(fiP)

DEMONSTR De foto , tem-se que
-

m < MB
,
f BEP .

Como Nol (B)
,
0
,
entor

~

g
.

Vol 1) _>Mp .
Vol (B) .

Tomando sob todos os subblocos, somos obter



[m -vol(B) < [Mp . Vol(B)
BEPEP -

1 = S(f-
, P)s(fip)

on rije ; a( = P) < S(+i P).
I

Def: Seja A um Loca Lo M

,
e sejam Pe & Los

partiçõesLo bloco A. Dizemos que & éum REFINA-

mentoLe particip ,
se OCP.

-

P A e A

Neste cone
, Lizemos que & é mais fina do que P

⑭p: Teje + : A CIRWX uma funçõe limitada no blow

A e jam P e & partições de A
, tolque & é um

refinamenta Le P (v . e ; &CP) .
Entre :

~ (f ; P) = v(t ; 9) [S( ;Q) < S(f; P) .

(Ou sej, ao efetros um refinamento, a
como inferior não Limini e a nome superior não

aumente Q



A demonstração ficará amitida, porém formos uma

interpretação geométrica :
M

↳ea
A

p

M

*
A

p
Q

p: Sendo : A CRM-IR função limitado no blowt,

e P, Q Luas partições quaisque, entãe

e (f;p)(t ; 9)

Pu seja , qualquer some inferior e sempre menor or

igual do que qualquercomomperior.

↑ora mostrar into lasta tornar uma outra partiçã
W que seja refinamento para Pe para &, e

- anterior
.

usa a proposiçõe I
-


