
Cálculo3 #124- AvlAzz-

Na aula anterior iniciamos os estudos de extremos

RELATIVOS E ABSOLUTOS .

Vimos que unto f : / CRM-IR Liferencional
&

um e int(r)
; e

se a for um extemo

relatino-parf
,
entre If(a)=

Ex f : Rh+ 12 ; f(x,y) = +2. Solemosque
a seu gráfica é um parabolaite , e que

, geome-
tricamente tem-se que 10

,
0) e um porto

Le minimo velativo /e absoluto !)
-

-Z

----
37

in

À luz la proposiçãoacordada acima , temor que
↓ é diferencional , poir E =ne,
que são

continuas
.
Como sabemo que 10

,
0

e um extremo relativo (isso geometricamente),



entir
,
5 +(0

, 0) = 0 .

De foto , 17 = (EE
=> J (0

, 0) = (et100, 100
= (2 .

0
,
2

. 0) = 10
,
0) = 0

Form ,
alestamos que, a scépoca La proposiçõe,

em geral, e falsa. Or seja, o fato Leque Tf(a)=0/
não implica em a ser um porto extremo vativo

para a f
De fato, por exemplo, consider a funçoe f : 112- IR

Lada por fin
,7) = x2- y2 (PARBOLSIDE HIPERBÓlico)

Note que It = (E) = (2x , -2)

=> Tf(0,0) = 10, 0) ., prim
a origen

não é extremo relativo para fleral a que
domamos de PONTO DE SELA) -Z

---
· &
0,01 Y

L

2



-> pelo geogebra.

& No caso de f :r CIR"-IR
,
entre

↓ diferencional em a inter), e rento um

extremo alativo para f , entre

( ,0) = - = J+(a) = (E(),

#fal = 0 e

↳ef Dizemos que a Eintar) e um Ponto Crítico

↓ fieCRM-IR 1 If(a) = E .

Exemplos :
-

· Encontre, a existirem
,
os pontos críticos de

f : /R2-112 Lada por

fin
,
y) = 22 + 124 - y2 -Ox - 64 .

Atução: frecisamos verificar quais portos 12, 4)



tem-se que - f(x,y) =10 ,0) .

-+(4, 4) = [E , E
= (2x ++y -0 , dx -2y -6) = 10, 07

El 2x +4y -8 =0 x +24 = 4

S an -24 -6 =0 E & 2x - y = 3
4y = 2x-3

n +24=4
-

n +2 . (2x -3)=4 y = 2n -3
=>

n + 4x - 6 =4 I Y = 2 . (2)-3

54 = 10 F
=t

Conclusão : estaf possui apenas um ponti
crítico : (n

,
4) = (2

,
1)

.

027 Tem poce f:R2-IR = f(4
, 4) = 2 + Y Sense

Solução : * f(n , 4) = 10
,0) (=D

-

E = 0 e + = 0

El 1 +Y. CSH = 0 E

#
& senu = 0 En = k+,k 2 -



Neste caro : 1 + 4 . cos() =0

1 + y .
(11) =0

=> 1 + y = 0 T y= -1

S ou ou

1 - y = 0 y = 1 .

Conclusão : tema or pontos criticos :

(4, y) = (k
,
1) ou

(n
, y) = (12h

,
-1)

-

Fora Lecidir se um Lado ponto vítico é máximo,
velativo, múvimo relativo, ou nenhum Lels

, temos

o seguinte resultado, uma extensã de um sultado
visto no cálculos . Anter Le mostrá-lo

,
para

simplificar , apresentamos a def . a seguir :

Def : Seja F :C+ IR uma funçõe tol que a
crinados parciaissegundos existam. Definimos a
MATRIZ HESSIANA def

, for :

It (n
,
y) = I fun thye I+ys

Isto porto, enuncianos o seguinte teorema ,
· Lemonstração ver amitida.uya



TEOREMA : CTESTE DA DERIVADA SEGUNDA) Seja f :- CIR"- IR
-

Liferencianel em a f int(r)
,
tol que as devivador

paciais segundos sejam continuas sendo a um ponto
&

nitico def . (i .e, Jf(a) = ) Entãe :

(i) ne Let HDa) 0 e (a) >O ,
entro

ponto a será um porta de mínimo relativo.

tii) ne Let H(a) >o e At (a) < 0 , entreo
monto a será um ponto de máximo relativo.

(iii) ne LetH(a) 0
,
então o ponto a chama-se

um Ponto DESELA para fo

(in) se Let H(a) = 0 , moto segue sobre o que

possa ser o ponto a

Uma prona pode ser encontrada, por exempo, em
LEITHOLD

,
VOL2 OU STEWARt

,
voL2 .

Es: Este resultado se estende para funções 12-12,
Neste ca, ↓ (a) = f (22

,
42
, ..., 4m)

H(n) = (H]mx i



-24
,
242

I - ---- -

I· ---
man

Vejamos exemplos :

02) f : /R2+ R , fin
,
y) = mi -y2

já vimos qu (0
,
0) e porta critica def; por :

le ,E) = 10, 0) E

&(2n, 2y) = (0, 0) E)=0 noO

It(,) =[ o
n ==

2

=o
=>10

,% = [X00) = Co J
E

=> LetHin
,
7) = - P20 . Logo, 10

,
1) éum

ponto Le rela para fin,y) = ne _ y
2.



02) Jeja f : IR"+ IR , fi,7) = 2x4+42-u2-24

Obter extremos relativos e Macrificá-los
↳ ou seja, verificad sesã
max . relativo Ou

Solução : Pontos Criticos : onde minimo relativo or de
- sela. (ou nadal

C L
↑ +(n
,
y) = (0, 0) , nie ;

ante

It = 0 e =0
;
ou je

O =- 0 = E = 24-2

# 0x3 -2n = 0 => 2n (4n = 1) = 0

S 2 -2 =0= h
2x = 0 or

/an
- 1 =0

⑳ ↓
↳
on-> 4x2= 1

n = = t
PONTOS CRITICOS : ~ (0, 1) :

O
(n ;y) = & (t , 7) ;

(c E,

balculo Le Hi
,4) :

E = on- In =
2

2n



2

- j =

= 24-2 = 2

- I
O

I=>
Hm

,2)=[ )=Se 2

2yn

· VERIFICANDO & PONTO (0, 1) : I
-2

I- H(0
,
i)= -2
L

=>
Let (H(0,1) = -*

Logo, a ponto
(0
,
12 el um porfo de rela.

·
ficando o ponto (Es 2) :

Hit , 1) = [202
=>
det H(z

,
1) = 0 -0 = 830 .

Item ponto
extomo ! )

e como (1) = 130, é un porto

↓ Mínimo RELATNO .

·Verificando o Ponto (-E ,1) :
-



# ( t ,) = 2% I
=> Let H(t , 1) = 0 -0 =870 Des porto

extamo

relating
e como 1) = 130, e

também um porto Le minimo
RELATIVO

.

Abaixo temo uma ilustração Lo gráfico de f
,
tem como

a extremos Lestocador.

Como se tratade uma superfice, tomanos os pontos:

(0
,
1
,
Ho) ; ( , 2, *1)) ; (-2 , 1, , 1))

03] f : R3-R
,
fin
, y) = sense +seny +sen (a+y)

Resp x ==da max.


