
calculos
, Te 7122-AULA 15--

-

Na aula anterior iniciamos o estudo Le limite
-

Le funçou de uma saciarel val

lim fal =1 veso 720 tel que, FUEDH) :

/
n +a · In-als => Ifin)-11E ·

↑
a EIR éum ponto Le
~
mulaçãowp. ou seja , lembrando : aele

portoLe acumulação Le um

way
. X (122 E 20 o

Y S cory :
LE M

Y f (a-5,
a+ 1)493 posse

interseção não vazia com o↳ Lucor . X .

01 u
- -

Yat
a+S

a -S

Seguinho nos exemplar
, vejamos mais um :

06) 6: /R123 + 1
, fill=

Mostras que lim f(n) = & -

n+2

Rodo 230
, precisamos encontra 70 ,

tel que,
Ane DC) ,

tol que
·<In-1/ < S

, implique en 1-1/ <&
.

Avaliando / +ex) -41 :



1+- M= - b) =1 -0 =

= In +2 -4) = k -2) 8 = E

Is

ou ija, basta toma s = c. Ina notra

que lim finl = 1 .

n+a

07) Grove que lim - =
-1

&

x+ -1x+2

auto: Dado 250
, precisamos encontrar 830

S

tolque ,
ne DC) : 0<In (1) (8 => 1ti- H)/ <E .

-

D() = 1122 - 1.- 23
⑫I, CUIDADO : O S>0

- Leve ver tomado
& Le modo que

- 1 - S
-1 + G o intervalo

constrito em

for isso, o 530 a ser encontrado, forno 2-1 não

contemple O

Lere ser tol que 0c &< 1. ponto-2 , pois- este no estaL
Asaliando a Listância entre f(a)e - t

,

maD(f) .

temor :

( +(- (-()) = (f(a)+1) = (2 +H =/ =

LS
-

=I = =2
2

--

(n+2)

+< 21
(*)



Note que 14+21 está no Denominador. Como s so

pode depender Lo 70
,
entre a "n" Leve Lesaparecer .

Como 12 +21 está no denominador
,
Levemos substi-

fui-lo por "algo" moin Le que ele , pois anim,

tomando o inverso fica menor
, que éa estimativo

Jesejado. Assim 7
-

(n +2) = (n + 1 + 1) = 11 +m +1))y(1) - (n+1) > 1 - 530

T
I 1x +1145

- (n+11)- S

⑫,
labl D

Ou seja
,

estimamos :

in+21 > 1-530 .

Entre
;

2 Es . Anim, fica :

Itin +H <=24t = :=E

< 1

Ou seja, obtemos a velaçõe
1-S

= d 2 = E.-

28 = C - E-S

2) + 2 . z = E

S(2 +2) = 2=
-Estomostra o limite Lesejado.



PROPRIEDADES DOS LIMITES :

-

posição : O limite de uma função, se vistin
,

e único.

CUNICIDADE Do Limite)

Demonstr : Sejour limf) = 1 e lim finl =M.
-

a + a n+ 9

Vamos mostro que L = M .

For absento
, supondo que L/.

Fome E = 11-M1 > 0

Como limfinl -1
,
entro

,
78

.
>0 Ao que,

n-19

#n = DC) : 0clu-alb = (fin) -
LkE

· (x)
I

Como him fin = M
,
entre 78230 telque,

n-1a

EnEDH) :
0< In-al < 62 1 ful-MIG(**)

a 52

*
ambun,at
e

Tome 8 = minds
,
523 70

a- S ,

Anim
,
FnEDC) tolque o <In-alf

,
rolem (*) e (**)

.

Disso
,
temor : E,

ja (*)
-

c =
12 - m) = (L -+(s) +f(x) -M)) < (f(x)-L + 1 +( )-m)

-

M ↑

DESIGNALDADE② E , po

triANGUIAR . (**

E+ = 2 .

-



ou seja, acabamos de mostrar que E
,

um absendo !

Fortanto L=m
,

ou je, vitindo a limite,
de e

único !
I

-

PROPOSICEr (PROPRIEDADES ARITMÉTICAS DOS LIMITES)
-

Sejam +, g :
ACIR-1R a E um ponto de acam-

no A
.

Je limfin) =Le limg = M
,loce Lo conju↑

n-1 a n - 1a

entãe :

(i) lim/fins +gas) = 2 + 1 .

n - a

Gi-e.,lim faseys)= limtsns + limgl,
n-A

(ii) lim (finl-g(n) = L - M

n+ a

(iii) lim fin - go = 2 -/ .

n -19

(iv) him =, dade que M
n-19

(r) live (fusign) =
2

n-a

DEMONSTR .
i Tronamos apenas a (i)

-

Ou seja, comos
mostrar que lim(a +ga)) = L+ m.

n -19



Dado > 0
.

Como him fax-L
,

entre
, 7520 ,

folgue,
n-19

En EA
, toque 0c1u-alS = 1 f(n) -L(((*)

Z

Como him gral = 1X
,
entre

,
78230 ,

tol que,
n-1

FueA
, tolqu

0 < In-al <b) = (gn) -
MIE .

(**)
Z

+, ya +52
Tome S = min382

,
623) 0

#ala+3 ,

Entre
,

FUEA tolque 0 < In-9) < S
,
rolem(*) e (**)

Assim :

A)- ((+m) ) = 1 f(x) + g() -
L -m) =

= l(tin) -2)+ (q() - m)) -

> (f()-2) + 19my-m) +C - E
- Z Em

* E

2 z

Ou veja ,
motromos que ((f+g) (x) - (2+m) 1 <&

,

sempre que 0xIn-al <S
;

on reje, Mostramos que

lim(+g)(n) =
L +M

n -1

Il

~m (fin-gns I



_oposito : Volum or limites :

(i) lim k =
K
; (ou seja, o limite Le uma

a-19 constante é aprópria

Gi) lim n =a
Y

constante]
a-19

Ciri) lim an = a";
a-19

(imY lim Play = P(a)
,

onde Pal éum polinômio
n+a

LEMONSTRi k+37

(i) limk =
k

- f(a) = K .

*
n-a =

Dado Eso. Precisamos achos 10) m
X a↑

500
,
Ao que ,

An e IR
,
tol que a - S

a+ G

· In-al<S , implique em Ifsal-KI9 .

Note que
if(n)

- k) = 1k - k) = 049
,
Vaso .

Fortanto, qualquer 530 serve .
Tome

, por exemplo , S = E.

I

Ex=
" lim 3 = 5

-

2->-4

(ii) lim n = a .

n-19

Dadosso
,
precisamos encontros 850

,
fol que ;

at
1 = 4

Une IR : 0< In-als => Ifial-al<E
.

Adianto Ifss-al
,
temor :

·Te



1 fin-al = In-alc8 =9
.

Ou seje
,

lista tomar 8 =E.
I.

Exi lim 2 =-8

x +1- 8

(iii) him " =a.

n-19

Besta lembrar que :
Ce usando isso podemos "escapar"

da def)

him (f(s]81 = L
1

, e então como

n + a

lim n =a e lim
m = n

, segue que
a + a

n1a

M

lim N
En

=a

n- &

(im) Basta usar as propriedades anteriores :

lim Play = him So +bu +ben +...+ buh) =

n-1 C n + a

= him bo ->live den + liv bath +... + limbel"
a+ a

n+C

n -19 n + A

= bo + b,a +
b
-
a) + . - + ban = P(a)

.

#

-


