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Na aula passada iniciamos a estudo La Leinados

parciais para funções fine CIRM - IR.

Ex-: Sento Fire CIR2- 11
,
temos :
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Seja F : eCIR - uma função. Defininos
a feinador de 2a artem de + por :

=
MERIVADA SEGUNDA DA f
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Em Relação A 2
,②F

PELA segunda vez.

=
4

assumindo que
cada Levirada parcial exista.



Outras notações para Levivação parcial :/

= P=1 ;

↳ =
P

,

f = fy = +2 ;

2227
= Put = fur; Df = by i-

2n2 Y

f
2

&
- D

2427
= Put = tyn==2Y
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EXEMPLos f (n, y) = 2
2

y + sen(n +y) .

-

= t =?

. Lo
= 2RY + cos(+) · (1 +0) = 2 +cy

=> f = / 2ny +w+y)) = 2y -sen(n+y) . 1
=Et= 24 - sen (n +y)



= f(n,7) = 42#Seu(n +Y)

+ cos(

Então :

=
= 2x - seu (n+4) .

1

I= y
= 22-sensty)

Eri Seja f(n, 4) =v55x2-5042 .

Obtenha
-

Z
Rominio, imagem, gráfico Lo dominia, gráfico def

Verifique que

=
I

ALuto : Fica como exercicio alter dominio , imagem e or

gráficos·
+, y) = 25-542-5042)

> (rk) = k.mm

-

· =2. (25 - 542-5042 on=-
V25-542-5042

- -· E = E.
(25-52-5ogujk"2001) = -50 2-501
-



Disso, obtemos :
-504
-2f #-5042

- = + 104
=
-

6x -

125-5042
-

Questõe : f(n
, y) = 2

2
+ 242

=? =?

·=(27)
* =

· = +

Neste caso Et =E ;
e isto não éuma

S 2n2Y

simples coincidência
; poir sole o seguinte resultado :

TEOREMA DE SCHWARZ : Seja z=# , 4) uma funçõe
-

Le Luar sociáveis vais ajas Levisados parciais

&, fy , tay , fun vejam continuas em uma Colo

aberta centrada em um ponto ca ,b) e sis 820 , ou seja,
em B(a b)

.
Entos
,5

I

E+ (a
,
b) = (a)

2n24



Austração: Sejaf nos hipóteses La terrma ;

Dato <a
,
b) E int DCt) . Logo, 7630 tel que

B(a,b) a DCA)

Sejam h , KE11 toin queD↑(a +h
,

b + k) E B(a,b)
&

- I b+ k
S

(a,b)
te

Defina & por

g(n) = f(x , b+k) - f(, b) (i)-

entre a e a the

g
é continua e Levinvel

, por hipotere
Entãe

,
estamos nos hipoteses do t. V .M. )

Então
,
5 C entre a eath tel que

(b) = (a +h) - g(a)
y+h-

(NOTE OrE vendo gra) = f(n,
h +1) - f(u

,
b)
,
entre

g) = + (n
,
4+ k) -Gf(a, b)
-

(A) T.V .M. Seja + : Ca , b)+ IR uma funçoe cont-entah]
-

edevinoine em (9
,
b). Entre

,
7 CETa , b] tol que

+= as t
tano= #b)-f(a)

b-a b-9

"()



=> g(ath) -g(a) = g() . I .

= h .C +,+-,b)
Defina usy) for :

u (4)= (, 4) ente be bk
S

(A)

Então : comou é cont Levisável
, estamos,S

normente
,
nor hipóteses Lo + . V .M.

Entre
,
I do entre be b + k tel que

u(b + k) - u(b) = u (d) . (b+ k -b)

=> u(b +k) -u(b) = e(d) ·

K E
Ofor (*)

=(En +(
,y)1= o

Disso ;
22 + (40

,do)n(b + k) - u(b) = k .-& -
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Anim
,
/ ficara :



g( +h) -g() =
h

.( +(, b+k) -E +(,b)
-

= h
.
(n(b+ k) - u(b))

= h .
. 22 ( co e
~

De acorto com (1) :

g() = f(u + b+k) - f(, b) · Entre :

g(a +h) = f(a +h ,
b+k) - fra+h

,
b)

E g(a) = f(a , b+ k) - +(a, b) .

Assim :

↑ (a +h
,
b+k) - frath

,
b) = +(a , b+ 1) ++(, b) =

= g(a +h) - ga) = h - k . fo,o e

Além Lisso, como C está entre a rath e

do esta enter ↳ e b + K
,
entõe existem Of

,

0
,
20,7

toie que



↑
c = a+0h

& do = b + 02k -

For ino,
excevemos :

↑ (a +h
,
b+k) - frath

,
b) = +(a , b+ 1) ++(, b) =

= h. k .
22 f(a+0,h ,

b + 2k)
añan

Dividinho por KE0 ,
obtemos :

#ath,
b +1) - fath

,
b) +K - fal.

K
&

= & f(atoh , bol
K-

fonando a limite com + 0
,
comor encontros :

↳ (ath , h) - ca
,
b) = htEn (a +02h , b)

Dividindo por le 0 :

cath , b) - Ec, b) - cal,Se
-

es



Tomando o limite com 110, encontramos

( + (a ,b) = (b)

(a ,
h) = ,
,e

I
-

Então, Le foto , nudo continuar as Levisador mistas,
a T-Le SCHWArz garante que serie ignais .

-. Este multado, e a cálculo de Levirados
misto se estende para mais socidreir a para
Lerivações Le ordem mais alto.

S

EX w = f(a
,
4
,z)-

-

=) , et de

For exemplo : f(n
,
4
,
z) = 2

=yz3 - sen(ayz)

3

-
=Faz

usto :



=(E ) = ( (342772 - 0s(47) .u)

=-(32 ws(nyz) . m + sen(47) . (xz) .2y))
Cr .r) =un+im

= (3222-aws (n +7) + 247 . sen (uyz))

=
Suz = [u .

(-sen (nyz) .47 + 1 - cos(47)] +

+ 23 yz . cos(4z). (77) + 2047seu(u4z)

- 6xz +247 seniayz)-cosyz) + 22 y2zcos(yz) +
-

+ 2x47Sen(yz)
-

= (nz2 + 3x4zseu(yz) + cos (yz) . ( -1 + 23y2z2]


