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Nesta Lisciplina estudaremos o cálculo diferencial
e Integral, Le fuvões Le sárias variáveis vais. ParaS

into
,
vários resultados dos cálculos antenidos Leverão

M

ser adoptados /ou substituitos no coro a

variar variáveis
.

Fora ajudar essas adaptações precisamos recorrer
a alguns conceitos topológicos que desconcamos

Inicialmente.

-EsDe OPOLOGIA :

* : Seja. M um conjunto qualquer. Definimo
come métrica (ou funçãodistância) toLa

aplicaçõe d : MXM + 50
,
+b) tel que cumpre as

seguintes propriedades : * 4
,
4
,
zE XX

,

(i) d (
,
4)
,
0 e di

,y) = 0 # 2 = Y (Positividade)

(ii) d(x
, y) = d(y,3) SIMETRIA)

(iii)di ,4) da
, z) +d(, y) SESIGUALDADE

TRIANGULAR)
d(4 ,
7
=
d(z
, y)

:" e

d(x(y)

·

Y

X



Um conjunto M equipado com uno

métrica d
, forma um espaço métrico, e el

senotado por (M
,
d)

.

Form, toda vez em

que a métrica estives clara
, hote-se , simples

mente chamos L M ao espeço métrico, ja
que amétrica d ficaria subtentido

.

Exi (, d) ,

vento ↓a métrica intuzido-
-

pelo mótulo, ou seja ;
d(x

, y) = (2- y)

dia ,y)

! T

x

[IR, ) é um espaço mético, pois :
,
y, EIR,

terror :

(i) <(7 , y) = 12 -y) >, 0 ,
e

- - -

d(n
, y) = 0 E l (n - y) = 0 En - Y= 0
~

Es u = 7 .

- -

(ii)d(x , y) = (n- 7) = (1 -a) = d(y, n)
-
-

(iii) , p) = (n -y) = (x -z+z - y) =

= ((x-z) + (z-y]) (x -z)+ 1z -y) =↑↑
TDESIGUALDADE TRANS .



DOMÓDULO

the(91+ (b)
=

d,

Ou seja o cálculo 1 e o cálculos foram desenvol

vitor sobre a espaço
métrico IR, equipado com

a métrico d) = 14-7) , on sejas, a métricas induzido
pelo mótulo.

Vejamos outros exemplos.
I

O (12
,
d) onde de : XI -> 20, +8) el

a métrica La sona,
LaLa por :

dr((( , y)
,
ca ,b) = (a -a) + 17-by

de foto
,
de é métrica

, pois ;
(4
, 4)
;
(
, b)
,
(m
, m)

pontos Le 12
,
teros :

(i) d(x, y)
,
19 ,b)) =1a - a) + 17- b) >, 0 ; e

o 30

d(p, y)
,
(9,b)) = 0 Es (a -91 + 17 - b) = 0

Es(n-a) =01/y
-
b1 = 0

Es 1
=a e y = b



Es(x(7) = (a , b) ;
o
que para a positividado de de

(ii) (d(((n, y)= (9, b) = de (19
,
b)
; (9, y)) ?

De foto,

,(a,b) = (n -a) + (- b) = (a - a) + 1b -y)-

= d) 9, b) ; (a,y))L
-

Logo, vole a simetria.
8

(iii) dy((, y) ; (a,b)) = de (,y) ; (m,n)) +
+ dj((m,n); (9(b)

Da foto;

de((, y) ; (9, b)) = (2 -a) + 14- b) =
-

=
(2 - m +m -a) + 1y - n +m - b)

= ( -m) + (m-9)) + (-m) + (n -b)
LesignalhalOtriangula,La mótulu

= (n-m( + (m -9) + 14-e) + (m - b) -
- -- - -
-
-



=
(n -m1 + 19-m)) # ((m - a) + (m -b)&
- ; (,a) + ds((n , n); (a, b)

Logo, sole a desigualdade triangular para de.

Assim, Cde é um espaço métrico.

La definimos uma outra métricos dem ,
Teremos outros espaço métrico (12d) ; undo

o mesmo conj: 12, nos agora equipado com
uma métricadiferente, ou seja, com uma forma
diferente de medir distâncias.

or exemplo, (1, d) onte

d2 : 1x12- [0, +0) e a
Chamada métrica euclidiana :

d2((
,
y); (9, b)) = V -a -a)+ (4-b)

2

O distância Euclidiana entre Lois pontos no plano).
-

Infelizmente I não há como proces que da é

uma métrica La 1 com o que disponos no



cálculo, Mas ino pode-se provas com estudo

L ANÁLISE REAL -

Outra Listância (métrica) usada em 13

é a métrica infinite : 12- 0
,
+o)
,

Lada po :

↓
o
O( , 7) ; (9,b) = max . pa -al ; 17-313 .

Não é difícil montra que dos éuma
métrica e fica como exercício.

Naturalmente, de, da e da se extendem

para O 11.

No que segue apresentaremos um conceito

para generalizar a naçõe Le intervalos
queS

tínhamos no reta e que cumpria com os

propósitos Los lculos 1 e 2.

Seja [M, d) um espaço métrico. Definimos
como ola aberta em um ponto a &M

,
e

saio >0, o conjunto
B(9
,
1) = B(a) = (nEM = di

,
a) E



A sola fechada centrada em M e

saio >0 é definita por

B(a
,
E] = 9

,5) = (2 =M : d(n
,
a) = E3

Ex-1 M = 12
;
a = 10, 0) · X = (4

, y)=

consider a métrica enclidiana de
-

dz((3, 4); (m ,) =V(x -m)+ (Y -1)
Assim:

B(a
,
1) = B(a) = 2X + 12 : dx

,
a) < 14

--
= (X + 12 : V (u - 0+ (y-0)2 < 13

= <(4 ,4) E
?
=
az
+42 13

Or seja , Bas é o interior de uma circunferência

centrada na origen a saio unitário :
al

1

& I x

B(0)



Em 1
"

; Bo é a internala : -1
, 1).

o

&, es Aivermos (IR, dj) ?

de(3, 7) ; (9, b)) = (a -a) + le- b) .

Comovesa B(0) com essa métrica.
1

B(0) = 4 X ER" : d(, 0) < 13

= <(3 , 4) EI3 : (n - 01 + 1y- 01 < 13

ousejo, BCO é a região Lada pela inquação

(n) + (4) < 1 .

n + 4
,

v a
,
77, 0

(n) + 1y) = E R -y , ux), 0 20 21 -

-n + y <0 77
, 0

1 - a -y'
,
na

,
y> o

Oureja, transformamos o problema inicial
em ↑ subproblemas :

n + 4 < 1 ;
a -y(1

;
+ +Y < 1 ; -n -Y < 1 -



x +7 (1 : Y = -2+1 .

-IN ,

->
y = - n + / B(0)

1

na

métrica do
A BOLA DO

Kiko
-

ef : Dado (M,d) um espaço métrico. e
-

X CM. Digamos que a EM e um

ponto interior ao conjunto X se, e só es

= >0 tol que (a) a X.

↓ não é ponto
s interior ao coupX

E pois 30,

↑ BC) 4 .S·a
M


