
CálculoI : -Aula19

sonforme prometido na aula parada
,
meremos

uma verãe vetorial para0 T. F.C .

74)
Teorent : Seja U uma ana reccionalmente move definidor
--

em um Lisco DCIR" Lo ponto (40
,
4) ao ponto (21

,
4) .

&

Se F :n CIR-1R2 for um compo retorial conservativo ,
com 4 :M +IR uma funçã potencial; entre , a
integral L linka

SE .d

intepente Lo caminho U
,
e

[Edi = 3(42
,
41) - 4340

,!

i
<i40
-

-#) uma creva U é dita seccionalmente suave se for

suave em partes (Redaços) T 0

7m3 J
I

(

O &

-

&



obss Este resultado foi enunciado e será provado no
-
-

caso 122 . No entanto, role em IRM .

monsen. Primeiraments, consider U : [9
,
6) + 12more

.

de 120
,
%3 até (2

,
") .

Emera Wit = (x(t))
,
y(t))

Seja F(4 , 3) = (P(4,4) , 9 14, 4). Como E é

conservativo
, F 4 : 2C12 - 11 função potencial tol

que 14 = E .

Denotsmos EU(a) = ( 0,Yo) .

-(b) = (42
, Y1)

Disso :

↓de = (W(H) .
Ostd

-

↳

f =(4(t) , y(t)) .

(2Y(H) , ist) d + =

b

(P(u(H), y(t) ,&(4(t), y(t) ·
(2) H
,
y t))d7

N

↑ prod . escalar
.

b

= P(4( , y(t)) .ad+ + & (4(H), y(t)) . "CH-
da dy

=P . da + 9 d..



Como E compo conservativo
,
entros

-y = E = (P , 9)

Disso temos que
dy = Pda + &dy .

Logo, teremos :

<

SEdi = (pda + 9dy = (dig (4(7), 5 (t)
a

G

y(x(b)
, -(b) - 3(2/9) ,Y(a) ;

oute : (P(b)
,-(b) = U/b) = (41 , Y1)( ((a)
,
y (a) = U(a) = (40

,
Y0)

Qu seje ,

S di = 3342,71) - 4740, 40) .

7

no casoHe U suave.

Consider agora U seccionalmente suave.

-n - 1

·

2
&

IA



No esquema acima temos que U e

composta por en partes scores. Toma , no
indicação acima que P

, Yo)/

2 = (42 , Y1)
3 = (22

, 72)

i
n = (Pn

+2,
4n+1)

rotron que (E.d = 3(
n+1

m+2) - 4 (40
,
Yo)

.

Em carta parte move : Le 1 para 2, De

2 para3,...,
Le uporan +1 ,

role a primeira
parts Lo teorema. Ou seja :

↓ - /SEd-un)- 3340
,
4) + 4(22

,
Y2) - Y(4,

,
4
-

1 2

-in4342, 12)fifmine - Bayle
3

M

= Yum-
,
Yn + ) - Y(40

,
%)

,
como Lesegnomos .

I
--



EXEMPLO : Seja E (4 ,4) = -* e t qualquer
--

anne reccionalmente move de A (5
,

-1) a B(9
, -3)

Mostre que SEd intepente La caminhooe e

A e B. Em seguida, calcul este integral.
-

soluso : Tome motos que Edi independe to
-

caminhou, precisamos matos que
Feee

Sendo # = ( , - 72) = (P , 9) , verifiquemos se

P = Se

-P = # = E Logo, é um compro
conservativo .

Isto mostra que a integral da linke ( di
intepente Lo caminho U

,
Leste

que seja La ponto A
ao ponto B. Anim

, potemos escolhe qualques
caminho

para volê-la ou
,
ainte

,
alter uma

19

função potencial 4 para uson o TFC
.
retorial"

354
,
4) é tol que 84 = E

,
ou uje

(t , ) = (0 , 9)



=> E P e - = 0 , in
,

e

-- = l E=
-

2

* - (#)

33n
, 4) = /Edu = Styda = 5 .

4 + gly)
x

=> Y(4
,
4) = - *g()

Derimento em Y
,
oltemos

- = b( -* g(4)) = =

2

+g)

Comparando com (#)
3
obtemos :

- =t = -y + g(34)

= g() = 0 = q(4) = K .

Portanto
,

9(u
,
4) = 1 + 9 (4)

z9(4
, 4) = m +

K
.

~
:

B(9
,

-3)
·

Logo, tenos : A (5
,-1)

j Edi = Y(B) -3)
= ! + k = (E + k)



=
- 3 +/ + 5/ = 2,
-

CAMINHOS FECHADOS Quanto WI[a
,
6]+1 fa tal que
-

U(a) = U(b) I Lizemos que a caminho ter

feclado ; e tenotamos isto , na integral de lindo
L um compo E , excevento .

O diS on foEdi , onte
a sta indica a orientação La cura

; que no/

cose acima
,
está no sentifie anti-honerio

ef" Dizemos que um
cominho U: (a

,
b)+ IR é

simples quando não existirem más
,
ou seja,

pontos to
, ty E [9 , b] toir que V(t0) = U/ty)

.

UT

a
CAMINHO NO M ABERTO

,>
E Não SIMPLES .

C

7 g
CAMANITO NO IR SIMPLES E

* FECHADO.

T E



7
-T

122,
Mão SIMPLES -e

CAMINHO NO FECHADO E

>
D

C 50
<

&

Into porto
,
podemos enunciar a seguinte consequência

[1

La ProPosiso 20 TFC retorial
.

"

ROCÁRIO : In E for um compo retorial conservativo,
então

/ d = 0

J

Dir ; a integral em um caminho fechado será zeto
,

pois o campo # conservativo -

monstr De foto , pelo"TFC retorial", termos que
&

F 4 : ECI+ I função potencial tal qo , para
U : [9

, 6)- 12 cominho fechado qualquer , e entres

(a) = V(b)

So Edi = 4(U(b) - 4(((a) = 0
y 1

-



o seguinte usultado transforma a problema
↳a calculas uma integral de linko na 12 en
um cálculo Le integral Lupla.

TEOREMA DE GREEN : Seja U : [a
,
b] + IR2 uma cura
-

reccionalmente suame
,
felata e simples e

E : 12-122 um compo retorial com terinados percios
continuar

.,
E (4

, 4) = [P(4, 4), 9(4,4). Entre ,

So Pantedy
=SSE - A e

j

onde
=
int (t).

Demonstr Enovaremos o caso de t move
; 5 un-

fechado. Le o como È for conservativo a resultado
etrivial pois , por um

la Lo,

80 Pda + Bdy = 0,
J

em vintute Lo corolário anterios
, e pa

outra la Lo,
vendo Ecomserativo

, = , o e

S- da .
2
-

-O



Supoula que # não é conservativo .

Note que 8 Pda + ady = 00 Pda + 09 dy
G ↳ ↳

(t) (I)
Primeiramente

,
considere 5 (fechado) tol que

qualque reta retical que cruze por U moi

interceptá-lo em na máximo 2 pontos
,
ou sera

tota a rete vertical.

-
O se Leconpie em

ya

e
e

* Las funções :↑ G I Y = M(2) ;

k
B '

Y = N(x) .

(I) : $D(1 , 4) En
=
PP(m, m(n) + 9PC m

,
wens)da

assis
m B

O

= &Pa, -cas)du -PP34,vinyde
L

= gerao cu,adigda = = SEd e
-



(I) : 6 Q (4 ,4) dy =?
&

neste coro
,
Lecomporta

N I

-Fin
U em 2 funções :

a Y) n 1n()↑
X ----

x = M(y)

B '

Disso
,
teros :

p i

(I) :80969 = Q (N(4)
,
2)dy S 9 (n(y) , )6Y =S

-- p

B
=

5 &(M(47
,
77dy - 7 (m(7),2) by

= ja j 14,4) dudy =6A liste
M(y)
-

Disso
,
obtemos :

80dn + 9 dy = (00du + 9G
m

· 20
(n
,4)dA+5) 19

(4
,2) -



=1) Fo -E
-

bosa geral : ↓ é um cominho feelata simples ,-

mail qual Lo que o caso anterior
,
se ,

o trocado
&

Le V
,
ao passarmos qualquer reta mestical contando-o

pote interceptor em mais de 2 pontos, como por
exemplo :

I
T
7 J Basta Lecompor J1 H

1

4 em partes ktal moto· que cata porte

* Lecomporta recoia( ! no caso anterior .
Un ↳ ↑ S4L

I

r <

+
L

nestos retas verticais as integrais
de Linha

se cancelarão
,
pois no percurso para 52 /

na 1 refavertical S terá stal contrário
à Sp , etc .

Dime ; ( = 0+ (0+ (0+ (0 = /Poistrechoseam
m

= S + ( + )) + S = S
to is is to e A

-


