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Lista 06 de Exercicios - Teoremas de Green, da divergéncia e de Stokes no plano.
Superficies no R?

1. No estudo da Hidrodinamica, se o campo vetorial de velocidades de um fluido tiver di-
vergeéncia nula, ele é chamado de campo imcompressivel. Na teoria Eletromagnética, se um
campo vetorial tiver divergéncia nula, ele é chamado de campo solenoidal.

(a) Mostre que qualquer campo vetorial da forma

— - - —

F(z,y,2) = f(y,2)i + g(x,2)j + h(z,y)k

é incompressivel.
(b) Seja F(x,y) =

seja soleinodal.

T - Y
1+
(> +y2)* (2% +y?)

—Jj. Determine o valor de a para que o campo F

2. Um escoamento é representado pelo campo de velocidade 7 = (y? + 22)Z+ iL‘Zj-G- 2x2y25.
Verifique se o escoamento é:
(a) incompressivel.

(b) irrotacionall.
3. Sejar= zi + yf—i— zk. Mostre que
(a) V-7=3 (b) V- ([I717) = 4][71| (c) Vx7=0

4. Use o Teorema de Green para calcular fv e*Hdr+e*Vdy, onde 7 é a circunferéncia 2% +y% =
4.

5. Usando o Teorema de Green para calcular a area de cada regiao dada

(a) o circulo de raio 3, centrado na origem.
(b) o triangulo ABC' de vértices A(0,0), B(1,0), C(0,1).
(c) a regiao entre o eixo x e a cicléide parametrizada por v(t) = (¢t — sent,1 — cost), ao

longo de 0 <t < 2.
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(d) a regiao entre o gréfico de y = z° e o eixo x ao longo de 0 < x < 2.

6. Em cada item, verifique o Teorema da divergéncia no plano e o Teorema de Stokes no plano
para F' e 2 dados.

(a) ﬁ(m, y) = 3xi + 2yj, e Q é a regido limitada pela circunferéncia zty? = 1.

(b) F(z,y) = (22,92), e Q a regido limitada pela elipse 422 4 25y = 100.

7. Sejam u e v fungdes escalares possuindo derivadas parciais primeiras continuas no dominio
aberto e conexo () do plano xy. Seja v uma curva suave fechada simples em 2. Mostre que

ou Ou ov  Ov
f{uvdm—i—uvdy—//ﬂ [v(ax—ay>+u(ax—ay>]dfl.

—

1Um campo vetorial F ¢ dito irrotacional se rot F = 0.
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Use o Teorema da Divergéncia para mostrar que, dado um campo escalar g : Q@ C R? - R
com derivadas parciais continuas até a segunda ordem no aberto 2 e v uma curva suave
fechada simples em €2, entao

P
fgaﬁgds 2// (9Ag +[|Vgl[*)dA
vy OT Q

0
Obs.: a quantidade Vg - = 8% aparece na integral de linha. A derivada direcional de g
7

na direcdo do vetor normal 7 é chamada de derivada normal de g.

Use o Teorema de Green na forma vetorial para provar a primeira identidade de Green:

/AngdAzéf(Vg)-ﬁds—/ QVf-ngA,

onde ) e y satisfazem as hipéteses do Teorema de Green e as derivadas parciais apropriadas
de f e g existem e sdo continuas.

Use a primeira identidade de Green do exercicio anterior para provar a segunda identidade
de Green:

//Q(ng_gAf)dA:jé(fvg—gi)-st

onde ) e y satisfazem as hipéteses do Teorema de Green e as derivadas parciais apropriadas
de f e g existem e s@o continuas.

Desenhe a superficie que tem a equacgado paramétrica dada em cada caso, descrevendo sua
equacao cartesiana.

(u,v) = (2senwu,3cosu,v), 0 <v < 2.
(u,v) = (u, 0,0 —u?)
(u,v) = (vcosu,vsenu, ) 0<wu<2m v>0.

2 —1}2,’0)

(u,v) = (u, V4 —u

Determine uma representagao parametrizada para o plano que passa pela origem e que contém
os vetores w; = (1,—1,0) e wa = (0,1, —1).

Obtenha uma parametrizacio para a parte do cilindro y? + 22 = 16 que se encontra entre os
planos x =0 e z = 5.

Ache uma parametrizacdo para a parte do elipséide z? + 2y + 322 = 1 que se encontra
esquerda do plano xz.

Determine a equacao do plano tengente a superficie parametrizada dada no ponto indicado,
em cada caso:

(a) x =u+wv, y=3ud, z=u—v; P(2,3,0).

(b) o(u,v) = (ucosv,usenv,v); u =1, v = %



