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Questão 01. Seja f : ⌦ ⇢ R3 ! R2
uma função de 3 variáveis reais. Escreva a definição para

lim
x!a

f(x) = `, usando:

(a) [Peso 0,5] a linguagem de bolas abertas em R3
e em R2

.

(b) [Peso 0,5] a métrica euclidiana d2 em R3
e a métrica da soma d1 em R2

.

Questão 02. Seja a função vetorial ~f : R ! R3
dada por ~f(t) = (2 sin t, 2t, 2 cos t).

(a) [Peso 1] Obtenha um vetor tangente unitário ao gráfico de ~f no ponto P (2,⇡, 0). Obtenha

também a equação da reta tangente ao gráfico de ~f no mesmo ponto P dado.

(b) [Peso 0,5] Calcule o comprimento do arco determinado pelo gráfico de ~f , do ponto P (2,⇡, 0)
ao ponto Q(0, 2⇡,�2).

Questão 03. Seja f : ⌦ ⇢ R2 ! R dada por f(x, y) = ln(xy).

(a) [Peso 2] Determine o domı́nio ⌦ e faça o seu esboço. Em seguida, decida se ⌦ é um aberto

de R2
. Determine também o seu fecho e sua fronteira. A origem é um ponto interior de ⌦?

Justifique.

(b) [Peso 1] Calcule o diferencial total df e a derivada mista
@2f

@x@y
.

(c) [Peso 1] Determine
@f

@r
e
@f

@s
, onde x = res e y = r2s3.

(d) [Peso 0,5] Determine a derivada direcional
@f

@~u
, sendo ~u = (

1
2 ,

p
3
2 ).

Questão 04. Defina ~F : ⌦ ⇢ R2 ! R2
por ~F (x, y) =

⇣p
9� x2 � y2, ln(1 + y � x2

)

⌘
.

(a) [Peso 2] Construa o esboço gráfico do domı́nio ⌦ de ~F . O ponto A(�1, 0) é um ponto interior

de ⌦? Justifique. Esse mesmo ponto pertence ao fecho de ⌦? Justifique.

(b) [Peso 1] Obtenha a matriz Jacobiana da ~F de um ponto a 2 int(⌦).

Questão 05. Seja f : R2 ! R definida por f(x, y) =

8
<

:

xy

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0)

0, se (x, y) = (0, 0)

(a) [Peso 1] Prove que existem as derivadas parciais na origem, calculando-as.

(b) [Peso 0,5] Mostre que f não é cont́ınua na origem.

(c) [Peso 0,5] Os itens (a) e (b) seriam contraditórios, comparando com o clássico resultado do

Cálculo I, que diz: “se f é derivável em um ponto, então f é cont́ınua no mesmo”? Justifique

sua resposta.

Questão 06. [Peso 1] A altura de um cilindro circular reto está decrescendo a uma taxa de 10

cm/min e o raio crescendo a uma taxa de 4cm/min. Ache a taxa de variação do volume no instante

em que a altura é 50 cm e o raio é 16 cm.

1
Obs.: A nota N desta Prova será definida por N =

P
Pesos⇥10
11,5 .

galocita-



01] f:-CIR- IR.

(a) him f(n=1EFFEx0, 70 tal que
x-d

Ante; x =B(a) (a) =fins e Ball).

(b) f:1RY-> 1R2;x =(1,42,43)
a =ca1,92,93)

f(x) =(fe(n), f(x) . 1 =(,(2)
Entóc:

limfins=1 Es F9x0, I840 tal que
n- a

fx(: 0(d,,a)(5 =de(f(n), 1) <9;

nire;

Fuer: min-a-iras)
=>Ifing-111+1 feca-fl.



02 FC=(2sent, 2t, 2cost).

em P(2, 4,0) E) 2 t=4Ent
I"(t) = ) 2cost, 2, -2-sent)

=(1) -netor tangente no ponto P.

I') =(25,2,-2sent) =(0,2,-2)
Denotando o retor unitário tangente em por i,
temd
i=et; ante

III" )1 =V-+1 =8 =zE:

Assim, obtend:

i
=e.*P(!) =-19, -2)

=Eiri
Seje (n) a netatangente ao grfica tef

no pontoP(2,4,0). Então, sendo ) e ven

vetor Linetor (ou o retor i), entor, a eq.
pacométricade (1) frica:



↑

S
x

=u ete(e): Y

(z =zp +ct

E
x =2

G):y = π +2t

z ==2t

(b) 1 =)*(t)11.dt

DeFit =(2sent, 21,200st);faa P (2, 4,0),

altend 27
=4=1; a pane 9(0,24,-2),

obtend 2t=24t =t. Jento

-

I"(t) =(2wst,2,-zsent), alterna:

=d="++Esent?dd
I I

="+DenE.It- (sent+dt
I I 24

=(raizdt =2k)dt =22. =2(+-
I

I I

=kry=E Art



03) +:-c-IR;f(x,y) =In(44)

(a) ny>0 470 e4y0 on NCO eYCO.

e= D() =(14,4) ER:430 1430 ou 22024cO}

gráfico do Lamente:

e e'un abeto
La 12, pois tabos
or seus pontar são* interiores

-

falo:I =((m,y) E12:x.43,0}

frontain:2={(,Y) E:2.4 =04-eiws
varLaneLos

AF-1 010,0) eintr. De fato,X0;B(0) e-
-

pois *550;éóbvio que, por exemplo, o ponto
(n,y) =(2, -z) ( B(0),E

maz.(2)= -so; logo; (21)Ar.



(b) df =t.dn+dy, ante:

I =F= ; #==I

-tdn+.dy inpetores

t =(t):(5)-

(2) GMy=ency,sme;y=

⑧ t =t.ee

=.e +1.2 =te+tagy

=1 +2 =t+
·tt=t+e

-

1.r.e + 1.322-

x Y



- =2 +I
C

-t
(d) =If.m, ante

if =() =(i)
=>b =(5,5) Itiz) -inty

=e

04) E:CIR-I

E(,y) =(X
=

x2-y2, ln +y -x2)]

-9 -x -Y >,0 n'+4219

0 1 +y - x230 ) y>x2- 1.

r =D(E) ={ (n,y) e1R=x
2
+y2-9e 4342- 14



gráfico do domínio e:
ya

-W
n
5.

-1*

O porto A(-1,0) estádestacado na figura acima. Como

e pode observer, geometricamente temos que Aint(s).
De fato, 1970, BGA) Kre. For exemplo, a ponto

(- 1=2,0) e B,),

mas estáfora de1.

A-T (felober), pois por amplo,
tome a reg. (4), dada for

um =( - 1 +1,0)cr,
e étal que 4n- (-1,0) =A

n-



(b) dF =?
E =(fx,fz)

= I oute:↓E =E Een 1
fz =(9- x-yz) ifz =((1+y-x2).

Assim:

·

1
=(9- 42

-y)2(-xn)=
· =419-

22-y*(-41) =F

·fereen
Portanto
--

e19- 22- y 2

/

--

Ee↓E I I
- 2

I (a).- 24

1 +y -x2



05]
(a)

· 10,0) =himWo-foe
ne

An.0
-
0

=lim
-

limAn2+0 = 0 =0

Anto An-oen

& 410,0) =hiet-fimde-

-lin
Ae

(b) Bastamostrar que Alimfra,7). De fato:
(4,y) +(0,0)

· lin f(x,y) =lim az=I
(y,y)+10,0) (4,9)+30,0)

y =x
y =x >

· eine f(x, y) =lin i =0
(4,y) -20,0) (y,y) -(0,0)

y =0 y =0

For cominar Listintos possoma por 10, temos
limites distintor, donde segue que 7 lintin, y) e

i
(y,y)+(0,0)



Lisso reque que o nosé continue me origen

C) Não écontraditório, pois a existência de
Lindas parciais nagarante a diferenciabilitate,
em um Ledo porto. O resultado

que vale é,
vento diferenciarel, entro econtinua

06

2t

E
=-10am/min.

R =4 um/min.

Obter:,quanto
h =50cm e R

=
16cm.

V =Ab.h =πm.l ·V =V(R,h)

at =I-ameen
Logo:



E =RG+2Rh.i

~Linso, segue que

A.(16)2.(-10) +24.16.50.4*r
=1,=
h =50; = - 10

=+- 16.10.(- 16 +2.5.1)
=1644.(40- 16)

=
2x - 1604 =38404cmin.

Ou seja, o volume were a uma faca de 38por an/min,
no instants considerado


