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1. Prove que cada limite a seguir pela definição.

(a) lim
n→+∞

2n− 1

3− 5n
= −2

5
(b) lim

n→+∞

n

3n− 1
=

1

3

(c) lim
n→+∞

√
n+ 1−

√
n = 0 (d) lim

n→+∞

2− 4n

4n− 7
= −1

2. Prove que se |r| < 1, então a sequência (xn) dada por xn = nrn é convergente, e converge
para zero.

3. Prove por indução matemática que n2 ≤ 2n, ∀n ≥ 4. Em seguida, use isto para provar que
a sequência (xn) dada por xn = n2

4n é convergente. Para quanto converge (xn)?

4. Prove o seguinte teorema, versão para sequências do Teorema do Sandúıche:
Teorema. Sejam (xn), (yn) e (zn) sequências tais que xn ≤ yn ≤ zn, ∀n ∈ N. Se lim

n→+∞
xn =

lim
n→+∞

zn = a, então lim
n→+∞

yn = a.

5. Utilize o teorema anterior para provar que
cosn

n
→ 0.

6. Cálculo do limite da sequência xn = n
√
n. Os itens a seguir nos fornecem uma forma de

determinar o limite da sequência (xn) dada por xn = n
√
n.

(a) Mostre que n
√
n ≥ 1, ∀n ∈ N.

(b) Se r ∈ R, com r ≥ 0, prove por indução sobre n que

(1 + r)n ≥ 1 + nr +
n(n− 1)

2
r2.

Em seguida, conclua que (1 + r)n ≥ n(n− 1)

2
r2.

(c) Usando os itens acima, prove que lim
n→∞

n
√
n = 1.

7. Seja (xn) a sequência definida por xn = n
√

2. Calcule lim
n→∞

xn.

8. Sendo a, b ≥ 0, mostre que lim
n→+∞

n
√
an + bn = max{a, b}.

9. (Sel. Mestr. UFRGS 2010/1) Prove que se lim
n→∞

an = 0 e (bn)n≥0 é uma sequência

limitada, então lim
n→∞

anbn = 0. Mostre com um contra-exemplo que a conclusão acima não é

válida se retirarmos a hipótese de (bn)n≥0 ser limitada.

10. Prove que se (xn) for uma sequência tal que lim
n→∞

xn = a, então toda subsequência de (xn)

tem o mesmo limite a.

11. Seja (xn) uma sequência tal que lim
n→∞

xn = a. Prove que

lim
n→∞

x1 + x2 + ...+ xn
n

= a.



12. Mostre que lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= e−1.

Sugestão: Escreva inicialmente 1− 1
n
= n−1

n
= 1

n
n−1

= 1

1+ 1
n−1

.

13. Seja (xn) uma sequência de números reais e suponha que ∃λ, com 0 < λ < 1 e ∃n0 ∈ N tais
que |xn+1| ≤ λ|xn|, ∀n ≥ n0. Prove que xn → 0.

14. Seja (xn) uma sequência de números reais positivos tais que existe lim
n→∞

xn+1

xn
< 1. Prove

que ∃λ, com 0 < λ < 1 e n0 ∈ N tais que |xn+1| ≤ λ|xn|, ∀n ≥ n0. Conclua que

xn > 0, ∀n, lim
n→∞

xn+1

xn
< 1 =⇒ xn → 0.

Em seguida, use o resultado acima para mostrar que

lim
n→∞

an

n!
= 0, ∀a > 0 e lim

n→∞

n!

nn
= 0.

15. Prove que as sequências a seguir são convergentes:

(a) xn =
n

3n+1
(b) xn =

2n

1 + 2n
(c) xn =

n2

2n
(d) xn =

n!

1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)

16. Encontre o limite da seguinte sequência, justificando:√
2

√
2
√

2 · · ·.

17. Defina uma sequência (xn) recursivamente por

x1 = 1, xn+1 =
xn
3

+ 1.

Prove que (xn) é monótona e limitada e calcule o seu limite.

18. (Sel. Mestr. UFSM 2010/1) Seja (an) uma sequência dada recursivamente por a1 =
√

3
e an =

√
3 + an−1, n > 1. Mostrar que (an) é convergente. Calcule lim

n→∞
an.

19. Prove que a sequência

1,

√
1 +
√

1,

√
1 +

√
1 +
√

1, ...

converge e que seu limite é
1 +
√

5

2
.

20. Ponha x1 = 1 e defina xn+1 = 1 +
√
xn. Mostre que a sequência (xn), assim obtida, é

limitada. Determine a = lim
n→∞

xn.

21. (Sel. Mestr. UFSM 2011/1) Seja (an) a sequência definida indutivamente por:

a1 =
√

2 e an+1 =
√

2 + an, para n > 1.

(a) Mostre, por indução, que an < 2, ∀n ∈ N.

2



(b) Mostre que (an) é crescente (sugestão: verifique que a2n+1 − a2n = (2− an)(1 + an) > 0
para n > 1, então an+1 > an).

(c) Conclua, pelos itens anteriores, que (an) é convergente e calcule o seu limite.

22. Considere a sequência de números reais

1

2
,

1

2 +
1

2

,
1

2 +
1

2 +
1

2

, · · ·

Mostre que essa sequência é convergente e encontre seu limite.
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