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02) Dado E> o .

Como lim um =a
, segueque

7m
,
EIN talque,

n-I N

Vrnzn, ⇒ Ian -a / <E
,
i.e-;

- E < um - a < E
, 7m74 (*)

Do mesmo modo, como

limzn -a
, segue queJMZEN tal que,m -) o

rtnzm, ⇒ I En - al < E ; i-e-,

-E < -2m- a < E
,
ltniçmz (✗7)

Como ymçyn Çzm ,
km

,
então

4m - a C- Yn -as Zn- a , Hm . (☒**)

Fome no =
máx . / mais, } EIN

. Assim
,

✓mano
,
rolem simultaneamente CA) e (**)

,



ou seja ,
- { < um - a <E

{ -E < Em - a <{
,
m ? Mo .

Logo, observando estas desigualdades , temos
de C#K*) que

-E < um - a c- Yn -as em- a < E

MT - f- , ttniçmo .

mc w
Ou seja ,

acabamos de mostrar
que,

dedo e>o
,

1- no EIN tal que

- E < Yn-a < E
, sempre quem?

"
!

i.e; provamos que Yn →a .

-

☐

03) mostrar que w÷ → 0
.

Note que;
os / / e !

Então
,
pensando nos v7 . % = O ,

km e



Zn =1m , segue que 9m → o e Zn→ O
.

Logo , pelo exercício anterior [T- do sanduíche

para sequências] segue que

-2m = /II / →o ⇒ 0¥ → o
.

-

☐

05) a
,
b >
,
o . mostrar :

limmlantbn = mãe? qb}
.

n -i o

Note que a ç mãe . 19,63
b E marada

,
} } ) (I)

observando que

Hantz Já = a

flauta VÊ = b ,

combinando estas duas desigualdades, podemos
escrever ^

.

Havia máealqb} (I)

(isto porque nllamtlê É maior OU IGUAL DO QUE A

E DO QUE À i

, logo , SERÁ MAIOR OU IGUAL AO MAIOR DELES,



QUE SERÁ mãe . { a
,
b} )

De (I) e II) , nem :

máx.la ,b } ç Nanette ?/ (msn.la/b3j+TaabT
p

Pois
,
Por CI)

,afmdec.iq/b2@bEmo-rlqb}
Logo , obtemos

máxlçb} < Haiti e Iz.&áeIçHT

⇒
mãe { a,b } E Haiti ç III. mãe . { a,b}

Aplicando o T. do tanduíehe (exercício 2),
e observando que 71-2 → 1 ( exercício # )

,

segue que

lim máx {çb} çlim Havia fins III. him máx{çb}
m -1 O MTo

a-
→

÷
,
a-

máx}air mohair

(CONSTANTE)

→ lim Itatiba = mãe}çb} -
n-nao

☐



06) Imponha que limam =@ e que (bm) é
n-nao

tal que 7M> o talque tbm / ENI .

Vamos mostrar que qibn→ 0
.

Dado E >o .
Como qm → o , segueque 3-noEIÚ

tatqnéttn amo =, Ian / < E .

-

- TA
Então :

EEI-ia.ht-EEYF.EE
. #E

fogo , mostramos que , para o E>o dado ,
obtemos no c- 1N ,

tal que,
+mano

, implique
em

Ian .hn - O / < C , ie ; 9m . bn→ ° .

Vejamos agora que a conclusão será falsa se
retirarmos a hipótese da limitação de seg.
( bm) . De fato , sejam 9m = 1m→ o e (bm) a

seg .
dada por bn = n . ( não é limitada) .

( bn→ a)Neste caso teremos

anrbn = 1m .

m = 1 |-O .

n→ao

☐



m) teja (4) vq .

, sem >o,
ltn
,
talque

lim k¥ =L < 1 .n-N

Assim
,

dedo E >o tal que ↳ E < 1
.

então
,
pela tef . de limite , segue que

1- no EIN tal que , Ituano , implique em

1%1--4 < E
, e

então

K¥4, -144%1--4 <e
I

la-blzlal-l.TO
⇒ 1%1=1-14 < E

⇒ 1%1-1 < E +14 : = A
,

ou seja , define > = { + ILI < 1 {de co, I ))
Assim

,

| M£-1 < d <⇒ Hm
, / < t.hn/,V-nzmo .

mmm



Mostremos que se qm>0,7m ,
e limam-4 < 1
mnNÃ 1

entao um-10 .

De fato , pelo feito acima , e como a> oitç
"
my

< d. 4m ,
ltnino

.

Então
,
como "

n < d. Um -1
!
/ Um-1 < d- Um _z

\

í : i
I i I

I 4 < d. ano ,

'
temos

que
f,

n°+1 |
-1

que d. Um < d. ( damn) =P . 4-1<5 ( dun-2) =
n-Mo-11

= t.mn
-

< . . . < d.
. ?
,

⇒ %,
< É

"

.

"

}
,
= ii. Í

"

.se → o

-wnst.to#n-N
Positiva

O

(pois de (oi))

Portanto
,
%→ 0

.

Foi fim ,
mostremos que

bing.am?---o,V-asoelim1!---o .

n-1N



• ¥! →
o ( a >o)

seja an -¥
,

,
a> o .

Então
,

:# = .fi?-*#--- ÷.-÷
.

⇒ linhaça = lim ÷, = o < 1 .nn→n n-1 a

Portanto
,
pela primeira parte do exercício

segueque sem → ° ,
ie
; fá→ o

-

•• um = NÉ .
então :

= =

*
.

=

* =⇐i
= ( +÷, -4:



= ( + ÷.) .

Logo ,
eim M¥-1; (

' + J =
Tem

¥:c" :#F)
÷. .
=
É:.

→
= e-

'
= te < 1 .

Sortudo
, pela 1a parte

-

do exercício segue que
- o .

TEFÉ
recursivamente por

I " = .
Um = V2.4-a,

Define f :[o , to)→ IR
por fcn , = ✓

2T

Note que :



sim -- HÁ} = Irá? ×

= ¥ > O -

,

it a c- ¢0
,
top

Logo, fé crescente
.

Vamos mostrar que (4) é um . e limitada

( e disso
, convergente)

AF.co/:- (mm) é crescente
. A prosa é feita

por indução :

(i) n = 1 : 4
,
= V2

n =L : 4 = VIR = v2 . #§,
} ⇒ ? <"2

ok !

(ii) Imponha que a afirmação nadadeira

para um certo n =K
,
i.e
; que

4µL %+p .

Treinamos mostrar
que
role para não-11,

ou seja , teremos mostrar que
%+,

< "
✗+2

.

De fato , como f é crescente
, segue que

% < 4.+, → f- (1) < fc?
+,
)

-

II III



⇒ Vtnc c VÊ,

4kt,

\
⇒ %-11

<4×+2~#
'aperto

sortudo
,
nelea AFI.

AF0 Cnn) é limitada superiormente .
De fato , somos morrer por indução que ameq

Um#IN .

(i) n = 1 : 4
,
= VE c- 2 . o Logo, vale a

base da indução .

(Ii) Imponha a afirmação verdadeira para um
certo m = K

,
i.e; que role

% E 2 .

Vamos mostrar que role para n = kit, ou

seja , mostrar que 7.+, çz .

De fato,
como f é crescente

,

% E2 ⇒ f- (Y) E f-(2) = VZT = 2

7
42-11

⇒ 4×+1 E 2 .

Logo , por ( i) e (ii) segue por indução a

AF 02 .

Assim
, pelos AE 01 e 02 segue que avg.hn)

é crescente e limitada superiormente. Então,



por teorema segue que avg.hn) é convergente,
i.e; 7 L = limam . Como temos que

não

um + ,
= V27

,
então

, fazendo a

passagem ao limite, nem :

"
n+,
= ✓24T

E TE
→ l =Ã

✓ =2L =) L?-21=0

L ( L -2) =O =,}
¥075 CARTAnos

pais
hn>°
,
"
?

L=L

Portanto
,

um→ 2 .

n-1 A

-

22) Sejam can )
,
Ibn) tais que ama e bn→b

Como can) e (bu ) são convergentes, segue queelas são

limitadas
,
i.e
; 7N! , Me > o tais que

Ian / ERA
,

e lbni EM
z

Seja f : IR → IR contínua .

A mostrar : line an . flbm) = a. fcb) .
m-1 ao



Dado E >o .

Como 9m→ a
,
então 7m

,
EIN tal que

,

+msm, ⇒ tan -al <ãf,) (⇒
Como fé contínua , para o E >o Lado , 7 S >o tal que ,

n
,
Y EIR ; Ix - Y / < E ⇒ | fim - FCD/ <çç

,

Ainda
,
como bn→ b

,
então 3- na

c-A tal
que ,

Um >
,me ⇒ tbm -bl <

.

G

Pela continuidade de f , segue que
I fcbn) - f-(b) | < É,Anna .

II)

fome no =mak . { na ,na} C- IN . Assim
,
rolem CI) e#

Vamos avaliar I 9m . ffbn) - a -flb) / ; fnzno .

Ian . flbn) - a . fcb) / = / aniflbn) - qifcb) + qifcb) - af (b)|

ç iam | . / fcbn) - tcb)) + If '" " ta" - at Fpoisy.ch?IEEitJ
< lanl . / f- Cbn) - fcb) / + ( Ifcb)/ +1) . Ian -91 <

-

*Eu
.

< ÷ã⇒
.



< HEY, +11k¥ . E-Ei

-
☐

24)

Seja an -71¥,q . Então
,
temo que :

÷
.

-

-

"
×

=

= =

=

e-i.sk/.lE-#
um+3) ( anti).PH?.m/T

= ÊÍuµ "
Então ; ç < 1

,
rtm EN

, ou seja ,

9m -11 < 9m ,
ltm EIN .



Jogar a seg .

lan) é monótona ,
no caso

,

é decrescente .
Vamos mostrar que Carl é limitada

inferiormente . De fato
,

bosta observar que

an =µ!
.

> o ,
Um c- IN . Logo , o é

cota inferior para a ref . Can) .

Assim
,

sendo decrescente e limitada

inferior_mente , segue por teorema que

1- lim an = lim
no →

Â÷Ã
.

Além disso
, pelo exercício 11 segue que

lim amá < r , e
então

n-I do

him an = O

n -\ N


