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LISTA02

o3) Seja se e Kilo3 . Vamos mostrar que
cêÍ = se .

Como se #O
, segue que 7 sê-lo , onde

Ã denota o inverso multiplicativo de se .

Assim
,
como a-40

,
então o mesmo

possui inverso , multiplico . , ou seja ,
a c-
' 51 # o .

Então
,

a-rjt
. cá
') = 1 i

e
, multiplicando por se #o

,
vem :

cê 51 . cã) . se = 1 . se
.

Pela anoiatinidade :

⇐I! [ II.a) = se

+ 1

⇒ c-IÍ . e = se ⇒ cãitãe .



•8) Vamos começar posando o caso geral:
se a Cb e o sr a1 ,

então

a a rata -r) b a b-

Defina f-- lo , e) → tk por

fct) = f. a + c ! - t) b .

=
ta
_
tb tb

= Ca -b ) - te + b

Agora , por hipótese , acb .
Então a - bco .

Assim
,
htt c- IK

,
com o star

,
temosque .

multiplicando esta cadeia de desigualdades por
a-b E o, vem

:

os t as ⇒ o> ( a-b) t ) a-b
× Ca-b)ao

fomento b
,
vem :

b > Ca-b) - txb > a# tb

⇒ a a ca - b) .
ttb < b

;

À
ou seja ,

a afltcb , tt e co , l ) ;
i.e.;

a ata + ci -t) ba b
,
V tela , l ) ;

e F a cb .

-J U

f Cn ) - FCY) ⇒ se a c-4- a)b = 1 a f- a -1lb
-

⇒ se a + d -xb = Y a e b - Yb

=) K ( a -b) #= 41 a - b)¥
⇒ se¥ = Ycafb)

⇒ n =p
foto

- Iria



Por fim , em particular , se f- = § ela , l) ;

teremos :

a etc} ) cb ,
i.ei,

a < § a ter- f)
bcb

,
ou seja ,

as fa t } b < b .

-

•g) A prova é feita por indução sobe n .

( i) n =L : (e ex31=1 + se . Lok! )

Logo , de a base da indução .

çiij Suponha a desigualdade mordida para um
certo mãe

,
ou seja , que

nele :

(pt x )
"

y 1-tk.se , 17-1 .

e-

Precisamos mostrar que nele porem=
kth ; ou

seja , vamos
mostrar que

(Itr)
""
ç 1+ cktis.se .

De fato :
-

(Pt x)
"" "
= ( Ita) . (Itr)

"

7 ( Itr) . In the)
-

um

Ê
= 1 TKX t se t K

-É = It Ckth)artK¥
70

} 1TCKT1) se
mmm



⇒ Cmn)
""

d, I that
t) × . Logo ,de ciil

Por ci ) e Iii) segue o resultado . ±

-

r) ta absurda , suponha que loj ? E @ .

Então
,
7 p

,q EIN tais que o

log? =§ .
Wpois

então
, €9?

ii.
⇒ k¥7.it ⇒ i.it

,

mas tal igualdade é impossível para
P , q e IN . Absurdo !
Portanto, loz} é irracional

.

mme8) Dado Y E IR
,
170 .

mostra que I.io , E) =P .

Como § c [ o , me] é verdadeiro ,

pois a onj . vazio évlconj - de qualquer
conj ; é suficiente mostrar que Ão , E) col.



Ser absurdas suponha que
Ê ", então .

Então
,
7 x. E çfo , ¥) ; e disso

,

° < no Ç £ , em
EIN .

Como no 70 e 170
,
então hey > o .

Além disso
,
sendo IR arquimediano,

então 7 no EIN tal que

• e f. < É ; i.ei,

se
. > 1

Mo

'

Logo, no ¢ lo, %) . Cttx)

mas
, por

C#) , temos que
o

no en lo, f ) ; e
então

,
em

M =p

particular , ao ¢ ( o , 7.1
,
contradição

com C#¥) .

Portanto
, Êle , E) a ¢ . •



4) Dados qb EIR tais que
a cb te

,
VE >o _

A mostrar : asb
.

Por absurdo
, suponha que a> b .

Vamos considerar os casos ,

(i) Se qb > o :

Então , em particular , como por
hipótese acb te ,

v. Eso
,
tomando

E = a-bio . então ,

adbt E =# Catb) =a

⇒ aca .
C Absurdo)!

Portanto
,
asb

,
neste caso .

liste a ao eb > o ; então ,

#tomando E = b-a 70 , ao b

teremos :

a cb te = btcb-a) = zb -a

⇒ a C 2b -a ⇒ zaczb



⇒ a Lzb - a ⇒ 2a 226

⇒ acb ; mas
pela hipótese CH) temos a > b-

Absurdo! Logo , neste caso
também temos as b.

(iii ) Se qb lo ; com 14 > tal

Então
,
tome Tá
C. = a- b > o

,

e neste caso
,
c. f. o item ci ) ,

segue que aeb .

Civ) Se a , bco , com tal > lbl

Então
, em particular,Àb o

para E = a - b > o ,

segue pelo item ci) que as b .

Portanto, em qualquer caso segue que
açb .

D
-



30) Seja X = { 1 - ztnz : n EIN }
A mostrar : sup X =1 .

Vamos derrotar por um = 1 - ftp. os
elementos do conj . X .
Isto posto , temos que :

(i ) II
e - EiEI , Arnett

Jogo, M := 1 é uma cota superior
para o aouj X .

(ii ) Vamos mostrar que na =p é a

menor cota superior para o couj X ,
i. e ;

mostraremos que

✓ E> 0,7 no EIN tal que 1- E calmos 1 .
Y

←Ü
1-E

For absurdo
, suponha que ¥) seja

falso .



Então
,
7 E
. >o tal que

Um L 1 - lo ,
ttm E IN .

Ou seja ,

A- É 2/1- lo ,
Um EIN

⇒ % > lo ,
Um C- IN

=) m2

3-
< É ,

Vm EN

⇒
na 3£ ,

vem EIN
,
ou seja,

concluímos
que IN CIR ficarialimitadosuperiormente por FE ,

o que é

um absurdo
, pois IR é arquimediano!

Portanto
,
nele cxx)

, parando cii ) .

De ci) e cii ) concluímos que

wp X -

- 1 .

-



B) Seja A C IR ,
ÁFO e limitado .

Seje a > o .

Defina o conj
.

c.A =p e. se : se E A } .

Vamos provar que
supcça ) = c. sup A

[ a pura de que inf.cc . A) = c. infra será
análoga _ por isso, não a faremos) .

Ato : c A é não vazia .

De fato ,
como A # 0 , 3 a EA . Logo ,

c. a E e A
,
e disso

,

segue que CA #¢ .

c. A é limitado superiormente .

De fato, como A é limitado,
em particular é limitado superiornoite

.

Então
, sendo A- e IR

,
A limitado superiormente,

segueque 7 M = sup A .



Logo , V xe A , se EM = sup A .

Então , c. se E c. M = c. sup A ; V CXECA -

i. e
,
c.M é uma cota superior para o

Conj . c.A -

,
ou seja ,

a A é limitado superiormente
Atos : sup CA = c.supA -

Como a A é limitado superiormente , e
como a ACIR

, segue que 7 wplc A ) .

Além disso
,
como vimos na AF ,

c. NI é cota superior para c.A r

,
e disso

segue que

supccA) E c. NI [ Pois supca É aMENOR COTA SUPERIOR]
ou seja ,

supmççn) § c.Nl = awptt CII

Então
, para parar a igualdade desejada , resta

mostrar a desigualdade contrária .
Como mp A = XA

, segue que
ter > o

,
7 no E A tal que M -← nos NI

Como a > o , então
uma

c- x. EA e é tal que d.por ¥))

c.% 7 a CM -E)



⇒ c.q d c -M - CE
,
VC> O

⇒ cxo 7 c.NI ( **)

Como supe A) é cota superior do conjunto
c. A C éa menor) , então

< se. E smp CA) .

Por AH nem que

CAA E c. no e sup ÇA)
4

c.mp A

⇒ fçupcadasupaj II )
De A) e CI ) segue que

supera ) = c. supa .

-



37) Sejam n
,
Y E IR

,
se CY e seja a> o

finado . Mostrar : ⇒ qe.Q
tal que

se < 9-a cy

De fato , como a> o
,
então

,
de

se < Y ,

pela monotoniaidade da multiplica;
segue que E a la

com E , E E IR . Assim , pela
densidade dos racionais em IR , segue que
7 qeq tal que

Ia < q < Ea
e então , multiplicando por ano , vem

se a a.q a y

como queríamos mostrar .
II

-


