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Questão 01. Seja (A�) uma famı́lia de conjuntos indexada por � 2 ⇤ em um universo E.

(a) [Peso 0,5] Se B ⇢ E, mostre que B \
 
[

�2⇤

A�

!
=

\

�2⇤

(B \A�).

(b) [Peso 1,0] Considerando E o corpo ordenado dos números reais, ⇤ = N, e An =
�
0, 3

n

⇤
, prove que

\

n2N
An = ;.

Questão 02. [Peso 0,5] Sejam a, b no corpo dos reais e 0 < r < 1 tais que |b� a| < r|a|. Mostre que

|b| > (1� r)|a|.

Questão 03. Seja K um corpo ordenado não arquimediano.

(a) [Peso 1,0] Mostre que o conjunto N dos números naturais fica limitado superiormente em K.

(b) [Peso 0,5] Conclua que, mesmo que N seja limitado superiormente em K, não existe o supN.

Questão 04. Dizemos que um conjunto X ⇢ Y é separável em Y quando for denso (em Y ) e enumerável.

(a) [Peso 0,5] Apresente um conjunto separável em R, justificando sua separabilidade.

(b) [Peso 3,0] Prove que o conjunto X = {m
5n : m,n 2 N} é separável em R+

.

(c) [Peso 1,5] Seja R1
o conjunto de todas as listas infinitas de números reais. O conjunto X de todas as

sequências (xn) formadas apenas por zeros, uns e dois é separável em R1
? Justifique, provando sua

conclusão.

Questão 05. Sejam f : [�1, 1] ! R+
e g : R+ ! [�1, 1] dadas, respectivamente, por

f(x) = x+ 3 e g(x) =
1

x+ 1
.

(a) [Peso 1,0] Prove que f e g são injetivas. Elas são sobrejetivas? Justifique.

(b) [Peso 0,5] Mostre que card [�1, 1] = cardR+
, usando o item (a).

((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
Questão extra.1 Seja K um corpo ordenado arquimediano e considere a > 1 em K.

(a) [Peso 1,5] Prove que an � n, 8n 2 Z.

(b) [Peso 1,0] Mostre que 8x 2 K, com x > 0, 9n0 2 N tal que
1

an0
< x.

(c) [Peso 1,0] Seja f : Z ! K definida por f(n) = an. Prove que f(Z) é ilimitado superiormente.

(d) [Peso 2,0] Considerando a f acima definida, prove que inf f(Z) = 0.

1Esta questão é extra, você pode optar fazê-la e deixar de fazer outras, desde que sua pontuação nos pesos contabilize 10,0
pontos.

GABARITO .



a) (a)

^1: Bi (Uti) e A (BIA,) :
>En de A

Dado a c- Bi ( ✓ A}) . Então se c- B e n ¢ UA} .

>En den
Ou seja , temos que

a c- B e
"∅A}

,
↳ c- A , e disso

segue que x E BIA } ,
* SEA

,

donde segue que

n e n CBIA,) - OI
d EN

Logo , nele a AFI , por força de arbitrariedade
da escolha de n .

^2 : pen (BA) C B \ LUA} ) :den

Dado x c- A ( B' Ab) .

Entao
,

ae BIA}
,

V1 C- A
,

der

i.e : a c- B e n ¢ As
,
VEM

.

Assim
,

temos
que

n c-B e a ¢ VAI
,
e entao ae BIIUA,)

deA den
'

Pela arbitrariedade da escolha de K
, seguea AF 02 .

Pelas afirmações 01 e# segue a igualdade desejada.

"



◦ 1) (b) Vamos mostrar
que A

lo
,%) -∅.

MEIN

Como ∅ c n 10,2m]
meu ,

é suficiente mostrar que

%
∅ a 1. ' "⇒ .

For absurdo
, suponha que ∅¢ A lo , ? ] .

NEIN

Então , 7 no C-1*4} ) , e disso segue que

% C- ( °
, 1m ] , Um EIN .

(*)

Como R é aqui
mediano e % > °

, segue que
3- no EIN td que ◦ < mto < ¥ .

97
mas então o < % < no ,

ou JÁ

% ¢ ( ° , %] , uma contradição com G).

Portanto
, ∅ c n ( ° , ?] , como queríamos

meIN
mostrar . ☐

TO



◦2) Sejam qbe IR
,
e seco

, 1) tais que

Ab -ator . tal . (*)

Como por propriedade dos módulos nele que
lb -91--1 d- bl ≥ tal - Ibl

então ; juntando com ⇔ , obtemos

1-al-lblflb-atcr.la /- /

donde segue que

- Ibl < r -

la/ - tal ✗ c-1)⑤
lbl > -rlal + tal

⇒ flbldlal.CAT/ ☐

-

◦3) Se IK ordenado e não aquimediano
.

Então, 7 % EIK , % > o
tal que ,

Um EIN ,

1m≥ %

istéanj"" Mas então temos que do conceito de corpo

ariqvimedíano :
n ≤ no

,

7m C- IN
,
ou seja, ne k

,
n > °
,

o coy
: IN dos números naturais fica

1-no EN tal que

◦ < tá "limitado superiormente em IK .



b) Neste caso
,
temos que 7 A EK tal que

n ≤ A
,
V NEIN

,

ie .

;
A é uma cota superior para o ouj . IN em IK .

Então
,
como nele itn

,

em particular temos que
m +1 ≤ A

,

ou seja ,
n ≤ A -1

,

NEM
,

i. e ;
A- 1- tambêm é cota superior para

IN
em IK .

Ainda /
mãe ≤ A

,

donde segue que

n E A -2
,
Um EINJ

ou seja A -2 também é cota superior para em IK
.

Seguindo intuitivamente, concluímos
que ⑦^

- -
- A- 3 < A-2 < A-1 < A

são todas cotas superiores para 1N em IK , não

existindo
, portanto, a menor cota superior .

Conclusão : ¢ sup
N em K

,
mesmo

sendo limitado superiormente em IK
.

-



◦&)
(a) Q é separável em IR

, pois vimos

em aula que Q é denso em R
,
e é

também enumerável.

(b) Vamos mostrar que

✗ = { fã : m
,
m C- IN } é

separável em IRT .

Fora isso
, precisamos pintar

duas afirmações :

¥01 : ✗ é enumeránel . De fato , define

f. X → INNN
por

1- (Ç) = (mim )
Como ✗ IN é ennmuánel

,
basta mostrar que

f é objetiva para provar a ermmerohilidede de X .

De fato , ( P
, g) E N ✗

N
, temos que

Pq C- ✗ e é tal que

1- (f-a) = (↑, q ) , i -e; fé sobegétine
.

Fortuito, ✗ é ummeráml.



Atf : ✗ é denso em IÁ :

Jeje ✗ = { fim :min EN} .

Dados 4,7 E IÁ ,
com o < ✗ CY .

Logo , Y -x > o . Como É CR e R é

anfúmediono, segue que 1-no EN tal que 0<1-0 < Y-a .

Além disso
,
como Í" > m

,

vim EIN ( isso pode ser

feito por indução sobe m) , segue que

* < ÷ < 1- n
, ¥

e entao

f-n.CI -X ,
X 15ª)

ou seja,
1 < Y . 5

"
_ a.5
"

,

donde segue que

1+4.5
"
< Y. 5
"

(*)

Seje me IN tal que 0,51
m ≤ 1 + a. 5

"

< m + L (* *)

Então
, µ nis

"
< m -1¢



⇒ a. 5
"

< m
,
i.e ;

no ( I)

%
De (*) e (**) obtemos também que

m ≤ 1+2.5^0<7.5"
~ _ ,

i-e-

,

m < 4.5
"

,
ou seja ,

I. ' II)

"Y
De II) e CI) , obtemos

a < Ão '

-
c-✗

e imo ta,YERT com ✗ < Y
, onde nã c- ✗

;

ou seja, mostramos que ✗ é denso em Rt
,

provendo a AFOZ
.

Pelas Afirmações 01 e 02 segue que ✗ é

separável em rt .



c) Seja ✗ CR
"

o wuj . de todas as listas

infinitas contendo apenas zeros, um e
dois .

[por exemplo ,
a lista infinita

( 91,2
, 0,12, 0,1, 2, -

. .

) é um elemento em§
Vamos mostrar que ✗ é não ermmhánel.

Feito isso
,
concluiremos então que ✗ mãe é reparável.

Ter absurdo
, suponha que ✗ seja ermmeránel, e seja

✗ = { ah
,
9 , %, % , - - . }

uma enumeração para ✗
,
onde

% = ④ , 92,93 ,
'

-
- - )

42 = (921
,
④
, 923, - - - )

✗3 =
( 931

, 932" - - - )
)

:
onde

aij
c- { °

, 1,2}
,
Ki
,JEN

.

Seja b = (br
,
br
,
bz, bga, . . . ) onde bj C- 191,24 ,

JEN ,
mas tal que b

, ≠ au. ; bz -1-922 , " ' ,
i

-

4<1--9*1 - - - Cmétodo da diagonal
de Canton)



Então
, b c-✗ (*)

pois é formado por zeros, umsez;
mas b -1-41 , pois 4--1911 ;

( V01 exemplo
,
se 911=1, então b

,
= a ou 4=2)

b ≠ %
,
pois ↳ -1-922

:
b ≠ ai , Vi c-

IN
,
ou seja , b #✗

,

um absurdo com G) .

Sortudo
,

✗ é não -ummeránd . "
Logo , ✗ não é reparável .

☐

-

05) f :[-1, 1)→ IRT , fim )= a -13

g :
IR
'
→ [-1,1] ; gin>= 2¥ .

a)
• f é injetina pois of
tia = f- (b) ⇒ a -131=6+13 =) a-= b.

• géinjetine pois

gca) -_ gcb) ⇒ aff = ¥, ⇒
a#- b-X

of⇒ a -b
.



Nem f e nem g são objetivas .

No caso de f , por exemplo , 1 C- NE
,
mas

∅ net-1,1) tal que fim) = 1.
, pois
%

se existisse
,
então

a -13=1 =) 2=2 ∅ [- 1,1] .

No caso de g , por exemplo, o c- 1--1,1] mas

∅ ✗ E EÉ tal que foi =
°
; pois

se

existisse
, então 97

④ ¥
,

= o ⇒ 1=0

( Absurdo) !

b) Pelo item (a) temos f : I- 1,1 ) →Rt

e g :
Á- t- 1,1] injetines .

Entao
,
pelo

Teorema de fontes
- Bernstein segueque

1- h : t- 1,1] → IR
-1 bijetine . ⑦

☐

Logo , E-1
,
1) NÉ

,
ou seja ,

cord . 1--1,1] = card IÁ .



QUESTATEXTRti.lk
- ordenado aufnimediano . a> 1

,
aEIK .

(a) .am?m,V-nEI . .

Se n≤O ,
então como a> 1- >①

,
sendo IK

um corpo ordenado , segue que

am☒ O} M .

Entao
,
basta mostrar que a

"

≥ m
,

km EIN .

Isto será feito por indução sobre n .

(i) n =L
,
temos que

1m = 1 ≥ 1 = m . 0kt

Logo , sob a base da indução
.

(ii) Suponha que a desigualdade seja verdadeira
para um certo n =K

,
ou seja que |á (*)

treinamos mostrar que vale para 1
,
ou

seja , precisamos mostrar que
a
" +1

≥ K -11
.

De fato :
a
""
= ak . a ≥ K

-a
,
( I)

↑

w
Vamos mostrar que K a> KTL . CI)

De fato, se Ka ≤ "+1
,
então

,



multiplicando por 1*70 , vem :

§ .

Ha) ≤ f- .
CK -11)

⇒ a ≤
"

÷ =# +± ⇒ → ±

⇒ a ≤ 1-11g ,
um

absurdo
,
pois

por hipótese temos a > 1. Logo, nele (E)
De CI) e (II) temos

a
""
≥ K- a ¥-1 , é -e:~

a
""
> K -11 . Logo role (Ii)

De (i) e (ii) regue o resultado por indução ,
concluindo assim o item (a) .

(b) Como IK é aquimediano,
ltx >a segue que

1- no EN tal que

◦<% < a

Tela item ca) temos que a
"
≥ no ; e

então

⇒≤ fosse ⇒ * < a .



(c) Seja f : E → IK dada por f-(n) =a?

Vamos mostrar que f-(E) é ilimitado

superiormente .

[ lembre - seque ✗ CIK é ilimitado superiormente
n
, e
só se

,
rt a c- IK

,
7- w C- ✗ tal que a Cw ]

Dado a c- IK
,
n> o .

Tome § > 0 .

Vamos obter um w c- f (2) tal que a< w .

Como IK é aquimediano , pelo item (b), para te >o

segue que 1- no
EIN tal que

ato < te ^

Tomando os imersos
,
obtemos

ano > n
,

fcmo)

ou seja , feno) c- FCZL) e é tal que fino>☒ se
,

ou seja ,
fl 2) é ilimitado superiormente em IK .

( devido à arbitrariedade daescolha de a > o emlk) .



(d) Sendo f : 2→ IK , fim= a
"

,
a> 1-
,

temos fl 2) = { a
"

: n c-N } e IK
.

Afirmamos que inf . fl2) =D .

Como a" > o
,

n EIN
, segueque , definindo

m : = O
,
temos :

(i) te ≥mão
,
Um c- FCZ)

,
ie .

;
m =D é

uma cota inferior para o coy: fl 2) .

Ei) Precisamos mostrar que m =D éa maior cota

inferior para o cay: HC) , e:c.; mostrar que

E > O
,
3- no c-Z tal que

o ≤a
"

E ◦ + E ( I)

Por absurdo
,
suponha que 7% > o tal que,

n EI
,
a
"

≥ % . Então
, por

não
,

a
"

= fm ,

onde -me IN
.

Então
,
temos que

¥, ≥ Eo , ¥ -me /N,
o que entre em contradição com o item (b)

,



pois para o % >O , deveria existir no C-
IN

tel que tamo <% . Absurdo !

Logo , role ( t) .

Ou seja , segue aii

Portanto
,
de (i) e fi ) temos que

inf.tl2) = O .

- ☐


