10.

Universidade Federal de Pelotas
Curso de Licenciatura em Matematica
Disciplina de Variaveis Complexas
Prof. Dr. Mauricio Zahn
Lista VI de Exercicios (aulas 6.1 a 6.3 e 7.1)
Fungoes de uma variavel complexa

Determine a parte real u(z,y) e a parte imagindria v(x,y) de cada fun¢do complexa
w = f(z) abaixo.

242 22
(a)w—z_2 (b)w—g_1 (¢) w=senz
1
(d) w = cos — (e) w =log(1 — z) [no ramo principal]
z

Determine o dominio maximo de cada funcao complexa abaixo:

224 (z—1)°
(e — 1) cosy

z

(a) () = ) f) === (o) ()=

(z —i)senz
Seja Q = {z € C : Re(z) > 2} e considere a fun¢ao complexa f: Q — C, f(z) = iz.
Obtenha a regiao f(€2), desenhando dominio e imagem nos respectivos planos zy e
uv.

. Seja = {z € C : |z| <2} odisco de raio 2 centrado na origem do plano complexo, e

considere f : Q — C dada por f(z) = z2. Usando a notacio na forma polar, conclua
que a imagem de §2 por f é o disco centrado na origem de raio 4. Faca um desenho.

Seja f : C — C dada por f(z) = z". Mostre que f transforma setores da forma
0 < arg z < a em setores da forma 0 < arg z < na.

Seja 2 = {2z € C : 1 < z < 2} uma faixa vertical infinita, e considere f : Q@ — C,
f(Z) = 22, Desenhe as regioes €2 e f( ) [Para achar f({2), comece examinando as retas da

fronteira de Q: elas se transformario em que curvas no plano uv pela f7]

Seja f C\ {0} — C\ {0} dada por f(z) = <. No que se transformam as retas

T = —2, xr= % e x = 1 do plano zy para o plano uv através de 7

Considere a fungao f(z) = sen z, para z € C. Demonstre que a imagem das curvas
xr = ¢, y = ¢, sendo ¢ uma constante real, sao, respectivamente, hipérboles e elipses
no plano uv. Faca desenhos.

Um quadrado no plano complexo tem vértices em A(0,0), B(1,0), C(1,1) e D(0,1).
Determine a regiao do plano w na qual o quadrado é transformado por

(a) f(z) = 2* (b) f(z) =iz =1 (¢) f(z) =

_ 2mie'™
Mostre que, se 0 < a < 1, entao D = .
em™ — 1  senam
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Mostre que
2

e (c) seni = l-e
T ¢

Escreva os seguintes niimeros complexos na forma algébrica:
(a) e2t! (b) sen (1 + 1) (c) log(2%)
Ache todos os valores de

(a) 7 (b) log(1) (c) log(1 + 1)
(d) (=) (e) 2¢ (f) cos(—1+1)

Diga se sempre se pode calcular log(log z), para z # 0

Encontre o valor principal de log(1 — 2i).

Verifique que nem sempre vale a igualdade log(z - w) = log z + log w, onde z,w € C.
Prove que

sen z|* = sen’z + senh®y e |cosz|* = cos® x + senh?y.

Mostre que cos(iz) = cos(iz), para todo z € C

Resolva as equacoes:

3+1
4

Encontre o valor principal de arccos(—2 + ).

(a) cosz = (b) senz =4 (c)er=1—1i (d) logz = g@
Ache os valores de
(a) arctan(2i) (b) arctan(1 + 7) (c) arccos(—1)

Mostre que as fungoes complexas seno hiperbodlico e cosseno hiperbdlico sao periddicas
de periodo 2ms.

A partir da fungoes hiperbdlicas complexas, deduza as férmulas para as fungoes hi-
perbolicas complexas inversas, obtendo

arcsenh z = log(z + V22 + 1), arccoshz =log(z + V22 — 1)

1+ =2
1— 2

1
arctanh z = 5 log

Usando o exercicio 23, obtenha todos os valores de arccosh (—1) e de arctanh 0.

Em cada caso abaixo, encontre um ramo que torne a funcao plurivoca dada em
univoca.

(a) f(z) = VI=2 (b) f(2) = log log(2)
(©) J(z) = G- 1) (@) f(z) = V2 +2: -3
2



