Capitulo 8

Continuidade

Neste capitulo apresentamos os importantes conceitos de continuidade e conti-

nuidade uniforme.

8.1 Continuidade

Definigao 8.1 Dizemos que uma funcao f : X — R é continua no ponto
a € X se, e somente se, para qualquer € > 0 escolhido, existir um ¢ > 0, tal

que Yz € X tal que |z — a| < §, implicar em |f(x) — f(a)| < €.

Uma maneira de escrever a definigdo acima é em termos de bolas abertas:

f: X — R é continua em a € X se, e somente se,
Ve >0, 36 > 0tal queVz € X : x € B(a,d) = f(x) € B(f(a),e).

Note na definicao acima que para f ser continua em um ponto, é necessario

que este ponto pertenga ao dominio da f.

Definicao 8.2 Dizemos que uma funcao f : X — R ¢é continua se for continua

em todos os pontos do seu dominio X.
Mais precisamente, uma funcao f: X — R é continua em X se, e somente se,

Vee X,Ve>0,30>0:Vye X, |lz—y|<d = |f(z)— fly)| <e.



244 Analise Real 1

A grosso modo, uma fungao f é continua em seu dominio se, dados quais-
quer dois pontos do seu dominio, muito préximos (a menos de d), suas imagens

mediante f continuardo também, muito préximas (a menos de €).

Quando uma fungao nao for continua em um ponto dizemos que a mesma

é descontinua no referido ponto.

Definigao 8.3 Dizemos que um ponto a € X C R é um ponto isolado do
conjunto X se 3§ > 0 tal que X N (a — d,a + &) = {a}. Ou seja, a é um ponto
isolado de X se existir um intervalo aberto, centrado em a, cuja intersecgao

com X é somente o ponto a.

Observe que se X for um conjunto de pontos isolados (ou seja, se a € X
mas a ¢ X'), entdo, toda fungao f : X — R é continua. De fato, por exemplo,
considere X = Z. E 6bvio que todos os pontos de Z sao isolados. Assim,
tomando & > 0 qualquer, temos que, se Va € Z, |t —a| < d < 1, entdo x = a e
dai, |f(x) — f(a)] = |f(a) — f(a)] =0 < . Ou seja, f é continua, independen-

temente de como é dada a expressao que a define. Isto aconteceu porque neste

caso X é formado apenas por pontos isolados.

Se a € X N X' (ou seja, a também for um ponto de acumulagao do con-
junto X), entdo a nogdo de continuidade reduz-se a de limite, ou seja, segue

imediatamente da definicao de funcao continua o resultado abaixo:

Proposigao 8.4 Uma fungdo f: X — R € continua em um ponto a € X N X'

se, e somente se

lim f(x) = f(a).

r—a

Vejamos um exemplo de aplicacao.

Exemplo 1. Verifique se a fungdo abaixo é continua em x = 2:

22— 4

fle)=q z-27

x2—3x+6, se x> 2

se r <2
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Solucao. Primeiramente, perceba que f(2) = 4.

Agora precisamos ver se 3 lirn2 f(z). Para responder a isto, precisaremos
T—

recorrer aos limites laterais:

e lim f(z)= lim =—.
T — . . ~ A~ .
Como resultou em uma indeterminagao, vamos remové-la mediante uma

simplificacao, fatorando o numerador:

lm fz) = lm CFAEZD oy

z—2— z—2— T —2 z—2—

Portanto, lim f(z)=4

r—2~

e lim f(z)= lim 2> —32+6=(2)>-3(2)+6=4—6+6=4.
rz—2t r—2t

5
Portanto, lim f(x) =4
z—21

Logo, 3 lin12 f(x) =4 = f(2), e com isto, concluimos que f é continua no ponto
z—
T =2.

Teorema 8.5 Sejam X CR,a€ X e f: X — R uma funcdo. Sdo equivalen-

tes as afirmacoes:
(i) f € continua em a;
(ii) V(z,) C X, tal que x,, — a, implica em f(x,) — f(a).
Demonstracgao.
(i) = (ii). Suponha que f é continua em a.
Suponha também que toda sequéncia (z,) C X é tal que z,, — a.

Vamos mostrar que f(z,) = f(a).

Dado € > 0. Pela continuidade de f no ponto a segue que 36 > 0 tal que,
Vr € X com |z — a| < d, implica em |f(z) — f(a)| < e.
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Como x, — a, para o § > 0 acima, dng € N tal que, Vn > ng, tem-se

|z, —al < 6.

Mas como |z, — a| < §, ¥n > ng, pela continuidade de f em a segue que

[f(zn) = f(a)| <&,

ou seja, f(x,) — f(a), provando assim (ii).

(ii) = (i). Suponha que para toda sequéncia (z,) C X com z,, — a, vale que

f(@n) = f(a).

Por absurdo, suponha que f nédo seja continua em a. Assim, temos que
Jeg > 0 tal que, Vd > 0, 3z € X tal que

|z —al] <6, mas |f(z)— f(a)| > eo.

Para cada n € N, tomando § = %, temos que dz,, € X tal que

o = al < - e [F(an) ~ f(a)] 2 .

Logo, ,, — 0 mas f(z,) /4 f(a), uma contradi¢cdo com a hipétese inicial.
Logo f é continua no ponto a, provando assim (i).
O

Teorema 8.6 Sejam f: X = R, g: Y — R fungdes tais que f(X) CY, com
f continua em a € X e g continua em b = f(a). Entdo, gof: X — R €

continua no ponto a.

Obs.: Este Teorema nos diz que composicao de fungoes continuas é uma fungao

continua.

Demonstragao. Usaremos o Teorema 8.5 para a prova. Seja (z,) C X tal

que x, — a. Como f é continua em a segue que f(x,) — f(a).
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Como g é continuaem b = f(a), e (f(xn))n C Y étal que f(z,) — f(a) = b,
entao
9(f(xn)) = g(f(a)) = g(b),
(g0 f)(zn) = g(b),

ou seja, g é continua no ponto b.
O

Teorema 8.7 Sejam f,g: X — R fungoes continuas. Entao, as fungoes f+g,

f—g, f-ge 5 também sao continuas.

Demonstragao. As demonstracoes sao parecidas com o que fizemos ao estu-
dar as propriedades operatorias dos limites. Por isto, faremos aqui apenas a

prova da continuidade da soma f + g.

Sejam f,g : X — R continuas. Dado z € X. Dado ¢ > 0. Pela conti-
nuidade de f temos que 3d; > 0 tal que, Vy € X, |z — y| < J1, implica em

[f(@) = f(y)l <35

Também, pela continuidade de g segue que 05 > 0 tal que, Vy € X,
|z — y| < 02, implica em |g(z) — g(y)| < 5.

Tome § = min{dy, d2} > 0.

Assim, para este § > 0 valem |f(z) — f(y)| < 5 e |g(z) —g(y)| < §.
Assim, Vy € X tal que |z —y| < § temos

I(f+9)(z) = (f+9)W)| = [f(z) +g(x) - fly) —9(y)| =
=[(f(x) = () + (9(x) —gW)| < [f(z) = fW)] + lg(z) — g(y)| <

<5+£
-+ - =c.
2 2

Portanto, dados ¢ > 0 e x € X, mostramos que 30 > 0 tal que Yy € X,
|z —y| < 0, implica em |(f + g)(x) — (f + g)(y)| < &, ou seja, f + g é continua

em todo o seu dominio X, visto que o ponto x era qualquer em X.
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O

Definigcao 8.8 Seja f : X — R uma funcao. Dizemos que uma descontinui-
dade em um ponto a € X é de primeira espécie quando existirem os limites
laterais em a mas forem distintos. Caso contrério, a descontinuidade é chamada

de sequnda espécie.

Por exemplo, a funcao f : R — R definida por

1
- ,se ©#0
fla)={ e

0 ,se x =0

é descontinua no ponto 0 e a descontinuidade é de primeira espécie pois existem

os limites laterais em 0 e sdo distintos:

lim f(z)=1 e lim f(z)=0.

z—0~ z—0t

8.2 Exemplos de funcoes continuas

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de fungdes continuas, provadas

pela definicao.

Exemplo 1. A funcio f : R — R dada por f(x) = 22 é continua em toda a

reta.

Solugao. Dado a € R qualquer. Dado € > 0. Precisamos achar § > 0 tal que,
Vr € R com |z — a|] < 4, implique em |f(z) — f(a)] < e.

Suponha termos obtido o § > 0. Assim, vamos avaliar |f(z) — f(a)|:
(@) = f(a)] = |2* —a®| = |(z —a)(z +a)| = |z —a] - | +a.
Escreva |z + a| = | — a + 2a| < |z — a| + 2]al, e entéo

[f(z) = f(a)| < |z = al(jz - af + 2]a),
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e se |z —al <4, entdo
[f(z) = f(a)] < 6(6+ 2lal).
Logo, como devemos ter |f(z) — f(a)| < &, basta escolher ¢ > 0 tal que
56+ 2|a]) =
e entdo, completando um quadrado perfeito, vamos obter
62 +2lald + |a* — |a|® = ¢,

ie.,
(6 +la)? = +|al?,
donde segue que
0 =+/e+]a]2—]a|] > 0.
Ou seja, Ve > 0, obtemos 6 > 0 (a saber: § = /e + |a|]? — |a]), tal que,

Vz € R tal que |z — a| < §, implica em

[f(x) = f(a)] <6(6+2a]) = (Ve +al* - |al)(Ve + |al? — |a] + 2|a]) =

provando que f(x) = 22 é continua em a, e como a € R é qualquer, segue que
f é continua em toda a reta.
O

Exemplo 2. Prove que f: (—o00,1) — R dada por f(z) = /1 — x é continua

em todo o seu dominio.

Solugado. Dado a € (—o0,1). Dado € > 0, precisamos achar 6 > 0 tal que,
Vz € (—o0,1) tal que |x — a| < ¢, implique em |f(z) — f(a)| < e.

Suponha j& encontrado o tal § > 0. Entao, avaliando |f(z) — f(a)|, vamos
obter:

VI—z+yI=a
(@) = Fa)l = WT=2 = VT =al = (VT2 ~ V=) e =
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_ 1—2— (z—a) _ |z — al < 1)
W1i—-z+v1i—-a Vi—-z++vV1-a Vi—-z++V1-a

e como 1 —z+ 1 —a > +/1— a, segue que

1) 1)
x)— fla)| < < R
|f(x) — f(a)] i via Vi a
e como queremos que fique menor do que &, basta nomear ¢ = 157(“ e entao

basta tomar § = ev/1 — a, e dai tem-se

|f(z) = fla)] <e,

sempre que |x — a| < §, ou seja, f é continua em a, e pela arbitrariedade de a,

segue que f é continua em todo o seu dominio.

O

Exemplo 3. Prove que f: R — R dada por f(x) = senx é continua em toda

a reta real.

Solugao. Dado a € R qualquer. Dado € > 0, precisammos achar § > 0 tal que
Vz € R tal que |z — a| < J implique em |f(x) — f(a)] < €.

Suponha que tenhamos encontrado o d > 0. Assim, avaliando a diferenga

|f(z) = f(a)l], e lembrando da Trigonometria a férmula

pP—4q p+q
gt 1 1

senp = senq = 2sen - CO 5

vamos obter

|f(z) — f(a)] = |senz — senal = 2sen— cosm;a =
T —a r+a
=2 |sen - |cos 2 .

Como |cosw| < 1,Vw € Re |send| < |6], V8 € R, temos que

T+ a
2

r—a

2

r—a

F@) = fla)] =2 5

sen

- |cos <2 1=z —a|l <9,
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e entao basta escolher § = ¢, e entao

|f(z) = fla)| <e,

sempre que |z — al < §, ou seja, f é continua no ponto a. E como a € R é
qualquer, segue que f(x) = senx é continua em toda a reta real.

O
Exemplo 4. A funcdo h: (—o0,1) — R dada por h(xz) = sen+/1 — x é continua
em todo o seu dominio, pois conforme o Teorema 8.6 temos h = g o f, onde
g: R — R dada por f(z) =senz e f: (—oc0,1) = R dada por f(z) =+/1—x

foram mostradas acima que sao continuas.

Exemplo 5. Prove que a funcdo f : (0,400) — R dada por f(z) = Inz é

continua em seu dominio.

Solugao. Dado a € (0,+00), i.e., a > 0, vamos mostrar que lim Inz = Ina.
r—ra
Isso provara que f é continua em a. Observe ainda que, conforme o estudo de

limites laterais, é suficiente mostrar que

lim Inz =Ina e que lim Inx =Ina.
r—at T—a~

(a) Provade lim lnz =Ina:
r—at
Dado € > 0, precisamos achar § > 0 tal que, Vo > 0 tal que a < z < a + 6,

implique em |Inz —Inal < €.

Vamos estimar |Inz — Inal: usando de propriedade operatéria dos logarit-
mos, temos
T
|[Inz —Ina| = |In—|
a
Como neste caso x > a, temos que £ > 1 (lembre que a > 0) e daf
x T
|[Inz —lna| =|In—|=1In—,
a a

Agora, observe que, neste caso, como x < a+d, segue que < < “TM, € como

f(x) =Inz é uma funcao crescente, concluimos que

|lnx—lna|:ln£<lna+5.
a a
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Como a estimativa acima deve ser controlada por €, se escrevermos € = In ‘ZTJF‘;,

isolando & obtemos § = a(e® — 1), como desejado (note que tal § depende da

escolha do ).

Ou seja, dado € > 0, conseguimos encontrar 6 > 0 (mais precisamente,

d = a(e® — 1)), tal que Vx tal que a < < a + ¢, implica em |Inz —Inal < ¢,
ou seja, provamos que

lim Inz =Ina. (8.1)

z—at
(b) Provade lim lnz =lIna:
rx—a—
Dado ¢ > 0, precisamos achar 6 > 0 tal que, Vo > 0 tal que a — § < = < a,

implique em |Inz —Inal < e.

Vamos estimar |Inz — Inal: usando de propriedade operatéria dos logarit-
mos, temos
T
[Inz —Ina| =|In =]
a

Como neste caso 0 < z < a, temos que 0 < £ < 1 (lembre que a > 0) e daf

x x
|[Inz —Ina| =|ln=|=—1n—,
a a
z a—4
Agora, observe que, neste caso, como x > a — 9, segue que = > “—° e como
g(z) = —Inz é uma funcdo decrescente, concluimos que
x a—39
|[Inz —Ina/=—-In— < —1In .
a a
Como a estimativa acima deve ser controlada por €, se escrevermos € = — In aT_‘S,
€
. —1 .
isolando § obtemos § = a(eeis), como desejado (note que tal § depende da es-

colha do ¢).

Ou seja, dado € > 0, conseguimos encontrar 6 > 0 (mais precisamente,
5 = a(e®—1)

e

), tal que Vz tal que a — § < x < a, implica em |Inz —Ina| < g, ou
seja, provamos que
lim Inx =Ina. (8.2)

r—a~—
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Portanto, por (8.1) e (8.2) concluimos que

lim Inx = Ina,
Tr—a

ou seja, f(x) =Inz é continua no ponto a > 0. Como a € (0, +00) é qualquer,
pela sua arbitrariedade segue que f é continua em todo o seu dominio, com

queriamos mostrar.

O

Exemplo 06. Defina f: R — R por

Fa) = 1 ,se z€Q

0 ,sexel

Mostremos que f é descontinua em todo ponto do seu dominio.
De fato, dado a € R qualquer. Entao a € Q ou a € I.

Tome ¢y = % > 0.

e Se a € Q, entao, pela densidade dos irracionais em R, Vd > 0, dzs € 1
tal que |z5 — a| < &, mas |f(zs) — f(a)] =0 — 1| > 2 = &0, ie., f ndo é

continua em a € Q.

e Se a €I, entao, pela densidade dos racionais em R, V6 > 0, Jdzs € Q tal
que |z5 —a| < 0, mas |f(zs) — f(a)] = |1 = 0] > 1 = &, i.e., f ndo é

continua em a € I.

Ou seja, f nao é continua em nenhum ponto do seu dominio.

Exercicios

1. Prove que a funcdo f : (—oo,1] — R definida por f(z) = /1 —xz é

continua em todo o seu dominio.

2. Prove que a fungdo f : R — R definida por f(z) = a® é continua.

(Sugestao: |a® — a®| = abla®~b — 1] )
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. Mostre que a fungao real definida por

r-seni, se x#0
flx) = ’

0, se x=0

é continua em x = 0.

. Mostre que toda fungao f :Z — R é continua.

. (Sel. Mestr. UFRGS 2003/2) Mostre que a fungao f : R — R dada

por f(x) =1 se z é racional e f(z) =0 se x é irracional ndo é continua

em nenhum ponto.

. Seja f : [a,b] — R continua tal que, Yn € N, 3z,, € [a,b] tal que

Fon) =2l < -

Prove que existe x € [a, b] tal que f(z) = z. (Sugestdo: Use o Teorema de

Bolzano—Weierstrass) .

(Sel. Mestr. UFSM 2011/1) Seja f : R — R uma fungéo continua

que se anula nos racionais. Prove que f é identicamente nula.
Uma fungao f é dita ser simetricamente continua em um ponto z se

lim[f(z +h) = flz = h)] = 0.

Mostre que se f é continua em um ponto, entao é simetricamente continua

no ponto, mas que a reciproca nao é verdadeira.

8.3 Funcoes continuas em intervalos

Teorema 8.9 (Teorema do valor intermedidrio - T.V.I) Sejam I um intervalo

e f: I — R uma fungdo continua e a,b € I tais que f(a) < d < f(b). Entao,

existe ¢ € R entre a e b tal que f(c) = d.
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Demonstragao. Seja f: I — R continua e a,b € I. Sem perda de generali-
dade, assuma que a < b. Como f(a) < d < f(b), temos que f(a) # f(b).

Defina o conjunto X = {z € [a,b] : f(x) < d}.
Temos que X # ) pois a € X, ja que f(a) < d. Logo, X estd bem definido.

Note que X é limitado superiormente pois b é uma cota superior para X,
visto que
f(b) >d> f(z),Vo € X.

Logo, existe sup X := c.

Afirmamos que f(c) = d. De fato, como ¢ = sup X, entdo,

1
Vn € N,3z,, € X tal quec— — <z, <c.
n

Entao, pelo Teorema do Sanduiche para sequéncias temos que x,, — c. E,

como f é continua, segue que
flan) = f(o). (8.3)
Mas como z,, € X, Vn, entao
flz,) < d, Vn. (8.4)
De (8.3) e (8.4) concluimos que
fle) <d. (8.5)

Para chegarmos na igualdade desejada, resta mostrar a desigualdade contraria.

De fato, por outro lado,
1 1
ct+—>c=supX=c+—-¢X,
n n

entao

fle+ %) > d,Vn. (8.6)
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Mas, pela continuidade de f, temos
1 1
C“!‘E—}C:}f(C‘i‘ E)—>f(0), (87)
e, por (8.6) e (8.7), concluimos que
fle) = d. (8.8)

De (8.5) e (8.8) segue o resultado.

Vejamos alguns exemplos de aplicagao.

Exemplo 1. Todo polindomio de grau impar com coeficientes reais possui uma

raiz real.

Solugao. Seja p(z) = ag + a1x + azx® + ... + a,z™, com a, # 0 e n fmpar.
Considere a,, > 0 (o caso a, < 0 é andlogo). Assim, temos que

Qp—1

e lim p(z)= lim a" (an+

r—r+o0 T—r+00

ao
+ ...+ —) = +o00,
:L-’I'L

Ap—1

a
e lim p(x)= lim 2" (an + + ..+ 70) = —o0.
T——00 T——00 "
Portanto, temos

lim p(z) = +oo,

T—+00

e entao para N = 1, 34 > 0 tal que, Vo > A, implica em p(z) > 1, e

lim p(z) = —o0,

r——00

e entdo para N = —1, 3B > 0 tal que, V2 < B, implica em p(z) < —1.

Logo,
p(B) < —1<0<1<p(A4),
e como p(x) = ag + a1x + ... + a,a™ é continua, pelo Teorema do valor inter-

medidrio (T.V.I) segue que existe ¢ entre A e B tal que f(c) = 0, ou seja, p(z)

tem uma raiz real.
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Corolario 8.10 A imagem de um intervalo por uma fungao continua € um

intervalo.

Demonstragao. Seja f: I — R continua e J C I, onde J é um intervalo.

Seja f(J) = {f(z) : © € J} o conjunto imagem de J por f. A mostrar:

f(J) é um intervalo.

Dados y1,y2 € f(J). Suponha que existe y € R tal que y; < y < yo. Para

mostrar que f(J) é um intervalo, basta mostrar que y € f(J).

Como y1,y2 € f(J), segue que existem x1,x2 € J tais que f(x1) = y; e
f(x2) = y2. Logo, temos que

flz1) =y <y <y2 = f(x2),

e como f é continua, pelo T.V.I segue que existe c entre 1 e x5 tal que f(c) =y,

ou seja, f(J) é um intervalo, como queriamos mostrar.

O

Observagao. Vocé pode pensar que este Coroldrio poderia “falhar” conside-
rando, por exemplo, f : R — R dada por f(z) = 1 (fungdo constante igual a 1),
que é continua. Porém, tomando qualquer intervalo, por exemplo, [0, 1], temos
que f([0,1]) = {1}, ou seja, um conjunto formado por apenas um ponto, que é

um intervalo, chamado de “intervalo degenerado”.

Teorema 8.11 (Teorema de Weierstrass ou do Valor extremo) Seja f : [a,b] —
R continua no intervalo fechado [a,b]. Entdo f € limitada e assume um valor

mdzimo e um valor minimo em [a,b].

Demonstragao. Mostraremos apenas que f é limitada superiormente e as-
sume valor maximo em [a, b], visto que a prova da outra parte é feita analoga-

mente.

Seja f : [a,b] — R continua. Mostremos primeiramente que f é limitada

superiormente. De fato, se por absurdo f néo for limitada superiormente,



258 Analise Real 1

entao,

Vn €N, 3z, € [a,b] tal que f(z,) > n.

Como z,, € [a,b],Vn, temos que a sequéncia (z,) é limitada. Entdo, pelo
Teorema de Bolzano-Weirestrass, existe uma subsequéncia z,,, convergente, di-

gamos T, — C.

Portanto,
a<zp <bVny=a<c<b=cclab)

Assim, temos que
Zp, — € € [a,b] e f é continua emc,
donde segue, por continuidade, que

f(zn,) —c (8.9)

Mas f(zy) — 400, pois f(z,) > n, Vn. Em particular, f(z,,) > nk, donde
segue que f(xn, ) — +00, 0 que entra em contradigdo com (8.9). Absurdo!

Logo, f é limitada superiormente.

Por fim, mostremos que f assume um valor méximo em [a,b]. Como mos-

tramos acima que f é limitada superiormente, segue que existe um supremo.
Seja entao M = sup f(z).
z€[a,b]

Precisamos mostrar que 3z¢ € [a, b] tal que f(zo) = M.

1
Pela definigdo de supremo temos que, Vn € N, 3z, € [a,b] tal que M — — <
n

f(zn) < M. Entao, pelo Teorema do Sanduiche para sequéncias temos que
f(zn) = M.

Como z,, € [a,b], ¥n, temos que a sequéncia (z,) é limitada. Logo, pelo
Teorema de Bolzano-Weirestrass, existe uma subsequéncia (x,, ) convergente
para um limite ¢, i.e.,

T, — £, coml € [a,b].
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Por continuidade de f segue que f(x,,) — f(£).
Mas f(x,) — M.

Portanto, pela unicidade do limite segue que f(¢) = M, ou seja, [ assume
um valor méximo em |[a, b].
O

Exercicios

1. Dada a funcdo real de variavel real f(z) = 4+ 3z — 2. Use o Teorema do
Valor intermediario para mostrar que existe um ¢ € [2, 5] tal que f(c) = 1.

Determine também o valor de f(c).

2. Use o Teorema do valor intermediario para mostrar que f(z) = 3z2° —

5x% — 3z —1 possui uma raiz real no intervalo [1,2]. Idem para o intervalo
[7 17 - %] :

3. Mostre que o Teorema do valor intermedidrio garante que a equacao x>+

z + 3 = 0 tenha uma raiz entre —2 e —1.

4. (Sel. Mestr. UFSM 2013/1) Dizemos que uma funcéo f : I — R é

concava se para quaisquer z,y € I e t € [0, 1], temos

flte + (1 —t)y) > tf(x)+ (1 —t)f(y).

Seja f : [a,b] — R coéncava e continua, com f(a) < f(b). Mostre que para
cada d € (f(a), f(D)), existe um unico ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

5. (Sel. Mestr. UFSM 2012/1)
(a) Sejam f, g :: [a,b] — R continuas, com g(a) < f(a) e f(b) < g(b).
Mostre que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c).

(b) Sendo D = R\ {#k7 : k € N}, através do item (a) mostre que a
funcao h : D — R definida por h(x) = x — cot(z) possui infinitas

raizes.
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6. (Sel. Mestr. UFSM 2015/1)

(a) Mostre que a fungéo f: [—1,1] = R, definida por

—22% -2z se x€[-1,—3]
f(x) =< |z| se x€(—3,0]

rsen - se z € (0,1],

é continua.

(b) A fungdo dada no item anterior assume valor méximo no dominio

de definicao? Justifique.

7. Seja f : [0,1] — R uma fungao continua tal que f(0) = f(1). Prove que
existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = f(c+ 3).

8.4 Continuidade uniforme

Nesta se¢ao vamos apresentar um conceito mais forte de continuidade, chamado

de continuidade uniforme.

Definigao 8.12 Dizemos que uma fungao f : I — R é uniformemente continua
se, e somente se, Ve > 0,39 > 0 tal que, Va,y € T tal que |z — y| < J, implique
em |f(z) - fy)] < e.

Observe que a diferenga entre continuidade e continuidade uniforme, a pri-
meira vista, parece sutil: na continuidade, dado x € I, para todo € > 0 es-
colhido, existe § > 0 (tal 0 depende de ¢ e, também, do x escolhido) tal que
Yy € I tal que |x —y| < 6, implica em |f(z) — f(y)| < &, ou seja, a propriedade
de continuidade é dita local. Ja na continuidade uniforme, dado £ > 0, existe
d > 0 (tal delta s6 depende da escolha do e, ndo mais de ¢ e de algum ponto)
tal que Va,y € I tal que |z — y| < d, implique em |f(z) — f(y)| < &, ou seja, o

0 estabelece uma propriedade de continuidade global.

Apresentaremos alguns exemplos e contraexemplos de fungées uniforme-

mente continuas, mas antes enunciamos um importante conceito.
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Definigao 8.13 Dizemos que uma funcao f : I — R é de Lipschitz se AM > 0
tal que Vx,y € I,

[f(z) = f(y)l < Mz —y].

A constante M > 0 é chamada de constante de Lipschitz.
Vejamos alguns exemplos e contraexemplos.
Exemplo 1. A fungdo f: R — R dada por f(z) = senx é de Lipschitz.

De fato, dados z,y € R, temos

|f(z) = f(y)] = |senz —seny| = 25enx_ycosx;y‘ =
r—=y T+y
= 2 |sen - |cos .
2 2
Como |cosa] <1 e [senal < |a|, Ya, segue que
r—=y
@) - sl <2| 2] 1= fe -

Logo, realmente, f é de Lipschitz com M = 1.

Exemplo 2. A fungao f : [0,4+00) — R dada por f(z) = /= ndo é de Lips-
chitz.

Desconfiamos disso pois, observando o grafico de f, perto da origem o
mesmo parece possuir retas tangentes com inclinagoes muito “fortes”, o que
sugere que f nao seja de Lipschitz. Veremos que, realmente, perto de zero a

funcao dada nao satisfaz a condicao de Lipschitz.

De fato, se por absurdo f fosse de Lipschitz, entao existiria M > 0 tal que,
Y,y € [0, +00),

|f(z) = f(y)| < Mz —y].
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1
Em particular, tome = 0 e y = —, onde n € N (note que quanto maior
n

for o valor do natural n, mais perto de z estard y). Disso, temos

Logo,

Portanto, terfamos
n
— <M=+/n<M,V¥neN,
Vn
ou seja,
n< M? VYneN.

Mas isto implica que o conjunto N dos niimeros naturais seria limitado su-
periormente por M2, o que é um absurdo. Portanto, concluimos que tal funcao

f nao é de Lipschitz.

Abaixo temos o esboco gréfico da funcao f, bem como uas retas tangentes
préximas a origem, indicando geometricamente que as inclinagoes das mes-
mas aumentam gradativamente a medida que tomamos pontos cada vez mais

préximos de zero (observe que exatamente em x = 0 f nao é derivédvel).

/

Proposicao 8.14 Se f : I — R for de Lipschitz, entdo f € uniformemente

continua.
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Demonstragao. Seja f : I — R de Lipschitz com constante de Lipschitz
M > 0.

Dado € > 0. Como f é de Lipschitz, temos que M > 0 tal que, Vz,y € I,
[f(@) = f(y)] < Mz —yl.

€
Tome 6 = U Assim, Vz,y € I tal que |z — y| <, temos

f(x) = f(y)| < M|z —y| < M§ = M% =

Portanto, f é uniformemente continua em I.

Vejamos, entao alguns exemplos de fungées uniformemente continuas.

Exemplo 1. A funcdo f : R — R dada por f(z) = senz é uniformemente

continua.

Solugao. De fato, basta observar que tal funcao é de Lipschitz e, portanto,

uniformemente continua.

Exemplo 2. A funcio f: R — R dada por f(z) = 22, embora seja continua,

nao é uniformemente continua.

Solugao. De fato, mostremos que tal f nao pode ser uniformemente continua.
Dad0€:1>Oetomex:ney:n+%. Entao, Vn € N, tome 6 > 0 tal que

%L < J. Temos, entdo que
1
|£E - y| =-< 57
n

mas

5@~ F@) = 10—t V=24 o5 > 1=,

ou seja, f nao é uniformemente continua.
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1
Exemplo 3. A fungdo f: [1,+00) — R dada por f(z) = — é uniformemente
x

continua.

Solucado. Dado € > 0, vamos obter 6 > 0 tal que, Vz,y € [1,400) tal que
|z — y| < 6 implique em

|f(z) = fly)l <e.

De fato,
1 1 lt—yl ¢
— =l == — —,
R L
e como z,y > 1, entdo g%y < 1 e disso,
7) — fw)l < = <5
) — 2
Yy oy =0
ou seja, basta tomarmos § = €.
~ 1 .
Exemplo 4. A funcdo f : (0,2] — R dada por f(z) = — é obviamente
x

continua, mas nao é uniformemente continua.
Solugao. De fato, para eg =1, Vn € N, n > 2, tome § > 0 tal que % < 4.
Tomando z,, = % e Yy = %, temos que Z,,y, € (0,2] e sdo tais que
1 2
|In7yn‘:|777|:*<57
n o n n
mas
n n
@) = Fu)l = |n— 5| =5 2 1=c0, ¥n 22,
ou seja, f nao é uniformemente continua.

A Proposicio abaixo estabelece um importtante resultado que serd usado

no estudo de integrais.

Proposicao 8.15 Toda fungao continua f : [a,b] — R em um intervalo fe-

chado € uniformemente continua.
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Demonstragao. Seja f : [a,b] — R continua.

Por absurdo, suponha que f nao seja uniformemente continua. Entao,
Jeo >0 tal queVd >0, Iz, y € I =[a,b] : |[z—y| < mas |f(z)—f(y)] > eo.

Para cada n € N, tomando 0 = +, 3z,,, y,, € I = [a, b] tais que

1
| —yn| <= w mas |f(xn) — f(yn)| > €0

Como I = [a,b] é um intervalo limitado e (z,) C [a,b], entdo a sequéncia
(z,,) é limitada. Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass segue que existe

subsequéncia (z,, ) convergente, digamos,
Tny — €,
e como a < z,, <b,segue que a < ¢ < b, ou seja, ¢ € [a,b].

Mas [Zn, — Yn,| < nik — 0, e portanto y,, — ¢, ou seja, temos que a
sequéncia (y,), que também ¢é limitada, possuird uma subsequéncia (yy, ) que

converge também para o mesmo ¢ € [a, ].

Ou seja, temos que z,, — c € yp, — ¢, e como f é continua, por hipdtese,

segue que
f(@n,) = f(c) e flyn,) = f(c),

o que é um absurdo, pois |f(zn,) — f(yn,)| > 0.

Logo, f é uniformemente continua.

O

Obs.: Note que na demonstragao acima, se o intervalo nao fosse fechado,
entdo ¢ poderia nao pertencer ao intervalo, e entdo nao poderiamos usar a
continuidade de f, pois neste caso, terfamos z,, — ¢, mas nao teria sentido

escrever f(zn,) — f(c), pois nao existiria f(c).
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Proposicao 8.16 Se f : I — R € uma funcdo uniformemente continua em
I C R e se (xp)n € uma sequéncia de Cauchy em I, entao (f(xn))n € uma

sequéncia de Cauchy em R.

Demonstragao. Como f é uniformemente continua em I, Ve > 0, 36 > 0 tal

que, Vz,y, € I tal que |x — y| < §, implica em |f(z) — f(y)| < e.

Tome (z,) uma sequéncia de Cauchy em I. Entdo, Iny € N tal que,

Vm,n > ng, implica em |z, — T, | < 4.

E, pela continuidade uniforme, segue que
|F(@m) — f@a)] < £, sempre que m,n > n,

ou seja, a sequéncia (f(x,)), C R também é de Cauchy, como querfamos

mostrar.
O
Exercicios
1
1. Mostre que a funcéo f : R — R dada por f(x) = T2 & uniformemente
T
continua.

3

22 é uniformemente
T

2. Prove que f : R — R definida por f(z) =

continua.

3. Mostre que a fungao f(z) = x% é uniformemente continua em [1,+00),

mas nao ¢ uniformemente continua em (0, +00).

4. Se f,g : I — R forem uniformemente continuas, mostre que f+ g também

é uniformemente continua.

5. Se f,g: I — R sao limitadas e de Lipschitz, mostre que f - ¢ também é

de Lipschitz.
6. Mostre que f(z) = 22 definida em |z| < 17 é lipschitziana, mas f(z) = 22

definida em R nao é.
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7. Mostre que a funcdo f : [0,4+00) — [0,400) dada por f(x) = {/x néo é
lipschitziana num intervalo da forma [0, a], a > 0, embora seja uniforme-

mente continua ai.

8. Prove que se f e g sao uniformemente continuas em R, entao go f também

¢ uniformemente continua em R.

9. Seja f : I — R uma funcao. Prove que sdo equivalentes as seguintes

afirmacoes:

(i) f é uniformemente continua;

(ii) se @y, yn € I s@o tais que x, — y, — 0, entdo f(z,) — f(yn) — 0.
10. Seja f: I — R. Prove que sao equivalentes:

(i) f ndo é uniformemente continua;

(ii) 3e > 0, xy,yn € I tais que |z, —yn| — 0 e |f(xn) — f(yn)| > &,
Vn € N.

11. Mostre que a fun¢do continua f : R — R definida por f(x) = senz? nao

¢é uniformemente continua. (Sugestéo: use o exercicio 10)

12. Def. Dizemos que uma fungao f : I — R é uma funcdo de Holder se
IM >0e Ja € (0,1] tais que

|f(z1) = f(@2)| < M|zy — @], Va1, 22 € 1.
Note que no caso particular a« = 1, f é de Lipschitz .

(a) Mostre que se f : I — R é de Holder, entdo f é uniformemente

continua.

(b) Mostre que se a condigdo de Holder permitissemos « > 1, seguiria
que f'(x) =0, Vz no interior de I e, portanto, terfamos f constante
(esta é a razao para impor a condi¢do o < 1 na definigdo).

(¢c) Mostre que a fungao f : [0,400) — R, f(z) = v/, satisfaz a condi¢ao
de Holder com M = 1 e @ = % sendo, portanto, uniformemente

2
continua (Sugestéo: basta uma manipulacao algébrica simples).



