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Do Capitulo 2.
Secgao 2.3.

01. Como A~ M e B~ N, segue que 3f : A - M e g : B — N bijegdes.
Defina h : A x B — M x N por h(z,y) = (f(z),g9(y)). h é injetora, pois
h(z,y) = h(a,b) = (f(2),9(y)) = (f(a),g(b)) = f(x) = f(a) e g(y) = g(b), e
como f e g s@o injetivas, segue que (z,y) = (a,b). h é sobrejetiva, pois dado
(m,n) € M x N, segue que m € M en € N, e como f: A— M é sobrejetora
(pois é bijetora), segue que da € A, tal que f(a) = m. Do mesmo modo,
pela sobrejetividade da g, temos que 3b € B, tal que g(b) = n. Assim, temos
(m,n) = (f(a),g(d)) = h(a,b), onde (a,b) € A x B. Portanto, h é bijetora e
dai, Ax B~ M x N.

02. Defina f : (a,b) — (¢,d) por uma reta que passa pelos pares ordenados
(a,c) e (b,d), por exemplo. E claro que f ¢ bijetiva e dai, (a,b) ~ (¢, d).

03. A funcao f é tal que manda % > 1 (note que mandamos assim um elemento de

(0,1) para a extremidade 1), % — %, %, ey % = ﬁ, ... de forma bijetiva

para tais pontos. Nos outros casos, obviamente x — x é bijecao. Portanto, f é
bijetiva e dai, (0,1) ~ (0,1].

1
i

04. Como A C B, defina f: A — B por f(x) = x. Obviamente, f é injetiva e
dai, card A < card B.

05 Sejam f: A — Beg: B — C injetivas. Como vimos no capitulo anterior,
a composicao de fungdes injetivas é injetiva, segue que go f : A — C' é injetiva,
donde segue que card A < card C.

Secgao 2.4.

01. Podemos fazer as seguintes decomposicoes, onde as unides apds as igual-
dades sao disjuntas: A = (A\B)U(ANB),B=(B\A)U(ANB)e AUB =
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(A\B)U(B\A)U(ANB). Assim, temos que card A = card (A\ B)+card (ANDB),
card B = card (B\ A) + card (AN B) e card (AU B) = card (A \ B) + card (B'\
A) + card (A N B). Somando as duas primeiras, obtemos card A + card B =
card (A\ B) + card (AN B) + card (B \ A) + card (AN B) = (card (A \ B) +
card (AN B) + card (B \ A)) 4 card (AN B) = card (AU B) + card (AN B).

02. Como m > 1, temos, pela proposi¢ao 2.11, que dp cardinal, tal que
m = 1+ p e dai, temos que 2™ = 21TP = 2. 2P, Escrevendo n = 2°, con-

cluimos que 2™ = 2n.

03. Sejam M e N conjuntos, tais que M C N, onde card M = m e card
N =n. Seja P com card P = p, tal que PN M = PN N = (). Como pela
proposi¢ao 1.11-(e) vale a propriedade M C N = M UP C N UP e como
PNnM = PnNN = 0, concluimos que card (M U P) < card N U P, ou seja,
card M + card P < card N + card P, i.e., m+p < n+p.

04. Sejam M, N e P conjuntos tais que card M = m, card N = n e card P = p.
Suponha também que m < n. Logo, existe uma fungao f : M — N injetora.
Defina g: M x P — N x P por g(z,y) = (f(z),y). Note que g é injetora, pois
g(mi,p1) = g(ma,p2) = (f(m1),p1) = (f(m2),p2), entdo, f(m1) = f(ma)
e p1 = p2. Como f ¢ injetiva, obtemos que m; = msg e portanto, segue
que (mq1,p1) = (me,p2), concluindo que g é realmente injetiva. Disso, con-
cluimos que card (M x P) < card (N x P), e como card (M x P) = m-p e
card (N x P) =n-p, obtemos m-p <n-p.

05. Sejam M, N e P conjuntos, tais que card M = m, card N = necard P = p.
Note que (M) = {f : P - MN}y ={f : P — {g: N - M}} e que
MN*P =Ih: N x P— M}. Para toda f € (MY)? para todo x € P, temos
que f(r) € MY e entdo f(x) =g, : N — M e, patay € N, g.(y) = m € M.
Defina entao ¢ : (M™M)P — MYN*F pondo f + h. Vamos mostrar que ¢ é bi-
jetiva. Seja h: N x P — M. Entao, se (y,x) € N x P, h(y,x) € M. Portanto,
Va € P, g.(y) = h(y,x) define uma fungdo de N em M e entao f(x) = g, é

uma funcdo de P em M?Y. Portanto, ¢(f) = h, i.e., ¢ é sobrejetiva. Mostra-
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remos agora a injetividade. Sejam fi, fo € (M™)P tais que f; # fo. Entdo
3z € P tal que fi(z) = g1 # g2 = fa(x) e, como g1 # g2, Jy € N tal
que g1(y) # g2(y). Assim, o(f1)(y,2) = 91(y) # 92(y) = o(f2)(y,2), i€, ¢
também ¢é injetiva. Portanto, ¢ é bijetiva, donde segue que (M™)F ~ MN*P

ou seja, (m")P =m"P,
Secao 2.5.

01. Seja f : N — A= {1 : neN}dadapor f(n) = 1. Claramente, f é sobre-

jetiva. Como N é enumeravel, segue, pela proposigao 2.19, que A é enumeravel.

02. O conjunto X = {n-++/2 : n € N} é enumerdvel, pois a funcio f : N — X
dada por f(n) =n+ V/2 é sobrejetiva. Novamente, pela proposicao 2.19, segue

o resultado.

03. Basta observar que f : N — f(N) definida por f(n) = In(n) é bijetiva, e
portanto, f(N) ~ N, ou seja, f(N) = {ln(n) : n € N} é enumeravel.

04. Como m > Ng, segue pela proposicao 2.11 que Jp cardinal, tal que
p—|—N0:m Assml,m—l—NO: (p—FNo)—FNQ:p—f—(No—f—NQ) :p—f—No =m.

05. (i) para A = 1, temos Ry = 28y = Ny + 8y = Ng. Logo, vale a base da
inducdo. (ii) suponha que N5 = 2*R; para um certo k € N. Entdo, 287Xy =
2k2N0 = Zk(N() + NO) = 2kN0 = 2k(NON0) = (szo)No = (NS)NO = NIO€+1. LOgO7

o resultado segue por inducao sobre A.

06. Seja Aj, As,... uma familia enumeravel de conjuntos enumeraveis. As-
sim, A; = (ai1,a12,...); A2 = (a21,a99,...), ... Considere A = A; x Ay X ... 0
produto cartesiano enumeravel dos enumeraveis A;, 5 € N. Suponha, por ab-
surdo, que A seja enumeravel. Entao, podemos listar todos os seus elementos:
A = {z1,22,...}, onde z1 = (211, %12, ...); T2 = (T21,T22,...),... COM T;; € Aj,
V4. Seja b = (b1, ba,...), onde b; € A;, Vi e tal que b; # x4, Vi. Por um lado,

temos que b € A, pois A contém todos os elementos de A; x As X .... Por
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outro lado, b # 1, pois by # x11; também b # s, pois by # Tao etc. Ou seja,
b # x;, Vi e disso, temos também que b ¢ A. Absurdo! Portanto, A é néao

enumeravel.

07. Seja X = {(a1,az2,...) : a; = 0 ou a; = 1, Vi}. Mostremos que X é
nao enumeravel. De fato, se, por absurdo, X for enumeréavel, entdo podere-
mos listar todos os seus termos: X = {x1,z2,...}, onde x; = (a1, a12,...);
x9 = (T21,222,...); ... , onde a;; =0 ou a;; = 1, Vi, Vj. Considere o elemento
b= (by,ba,...), tal que by =1 ou by =0, Vk, tal que b, = 1sea;; =0e b, =0
se a;; = 1. Por um lado, b € X, pois b é uma sequéncia infinita de zeros e uns.
Por outro lado, b # x1, pois by # a11, b # T2 pois by # ags, etc; ie., b & X.

Absurdo! Portanto, X é ndo enumerdvel.

08. Defina f : NxR — R por f(x,y) = y. E facil ver que f é sobrejetora,
pois Vz € R, J(z,y) € N x R, tal que f(x,y) = z. De fato, basta tomar por
exemplo (z,y) = (1,2): f(z,y) = f(1,z) = z. Como R é ndo enumerdvel,

segue do Corolario 2.20 que N x R é ndo enumeravel.

09. f(2) = f(%) = 2m3" = 23", donde segue que m = a e n = b, portanto,
f ¢ injetora. Logo, como N é enumerdvel, segue da Proposicao 2.18 que Q% é

enumeravel.

10. Basta definir f : (0,1) — (a,b) por f(z) = (b — a)x 4+ a. Obviamente, f
é bijetiva e dai, (0,1) ~ (a,b). Como (0,1) ~ R, segue por transitividade da

“

equivaléncia “~” que (a,b) ~ R. Do mesmo modo, conclui-se que R ~ (¢, d).

Logo, pela transitividade, obtemos destes dois fatos que (a,b) ~ (¢, d).
Secgao 2.6
01. Pela Proposicao 2.36 temos que P(A) ~ {0,1}# e dai, obtemos que

card (P(A)) = card ({0,1}4) = 2°#44 Analogamente, temos que card (P(B)) =

2¢ard B - Como card A = card B, segue o resultado.
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02. Sejam (0,1), (1,2) € R. Como sdo disjuntos, temos que card ((0,1) U
(1,2)) = card (0, 1)+card (1,2) = ¢ + ¢. Por um lado, temos que (0,1)U(1,2) C
R e disso, segue que card ((0,1) U (1,2)) < cardR = ¢, ou seja, ¢+ ¢ < ¢. Por
outro lado, como (0,1) C (0,1) U (1,2), segue que card (0,1) < card ((0,1) U

(1,2)) = ¢+ ¢, ou seja, ¢ < ¢ + ¢. Portanto, concluimos que ¢ + ¢ = c.

03. Repare que (0,1) U (1,2) U (2,3) U... C R, e como tal unido é disjunta,
procedendo como no exercicio anterior, concluimos que ¢+ ¢+ ¢+ ... < ¢. Por
outro lado, (0,1) C (0,1)U(1,2)U(2,3)U... 0 que, c.f. feito no exercicio anterior,

concluimos que ¢ < ¢+ ¢+ ¢ + .... Portanto, obtemos que ¢+ ¢+ ¢+ ... = c.
04. Basta observar que ¢¢ = (280)¢ = 280 = 2¢,

05. Pelo teorema de Cantor (Teorema 2.39), temos que card X < card P(X).
Assim, seja X tal que card X = ¢ (por exemplo, X = R). Entéo, pelo teorema
de Cantor, temos que ¢ = card X < card P(X) = 204X = 2¢,

06. Seja X = {f : R — R} o conjunto de todas as fungdes de R em R, ou seja,
X = RE. Assim, card (RR) = (card R)*@4E = ¢¢ = 2¢. A {ltima igualdade é

devida ao exercicio 4.3.

07. Defina f : [0,1] x [0,1] — [0,1] por: Va = 0,a1a2... ¢ b = 0,b1bs...,
f(a,b) = 0,a1b1asbs... se (a,b) # (0,0) e f(a,b) = 0 se (a,b) = (0,0). f é
injetiva, pois f(a,b) = f(x,y) = 0,a1biasbs... = 0,z1y122Y>... implica que
a; =x; eb; = xj, Vi, Vj, ie, (a,b) = (z,y). f também é sobrejetiva pois dado
t = 0,t1tats... € [0,1], t # 0, basta tomar (a,b) = (0,t1tsts..., 0, tatyats...) €
[0,1]x[0,1] = [0,1]? e dai, f(a,b) = (0,t1tats...). Eset =0 tome (a,b) = (0,0).
Portanto, f é bijetiva e, entdo, [0,1] x [0,1] ~ [0,1]. Como card[0,1] = ¢,
segue que card ([0,1] x [0,1]) = ¢. Ainda, [0,1] ~ (0,1) ~ R, portanto,
[0,1] x [0,1] ~ R x R = R? e daf, segue que cardR? = ¢. Por fim, defi-
nindo g : C — R? por g(x + iy) = (x,y), segue que tal g é bijetiva e daf,
C ~ R?, donde segue que card C = «.
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08. Como Ry 4 Rg = R, R = ¢, RoRg = Ry e n + Ry = Ry, ¥n < R, temos
que [N(1)0+N0]N0+N0 + N0N0+N0 — [Ngo]No 4 NONO — NONO + NONO —ct+c=c.

Do Capitulo 03.

Secao 3.1

01. Convertendo % para o sistema de base 3, obtemos i = (0,020202...)3.
Como tal representacao é formada apenas pelos digitos 0 e 2, pelo lema 3.2,

concluimos que % eC.

02. Como i ~ 0,61803 ¢ £ ~ 0,80902, observamos que & ¢ Ca, pois £ € (g, %)

e % ¢ Co, pois % € (3,2). Logo, %,% ¢ Co implicam que %,i ZC =N ,Ch.

Secao 3.3
15 __ T _ 1 _ 1 3 1 _ 1 _ 1 _ 1
01. (a)§—1+§—1+§—1+@(b)g—g—@—lJr%—ﬁ
2 2
2 1 1 _ _ 1 _ 1 _ 1
(C)ﬁ_§_75+%' (d)\/g_2+\/g_2_2+7ﬁ —2+2+\/g—2+72+2+1m.

— — = 1 == L = !
() VIO=3+VI0-3=3+ —— =3+ 55 =3+ 51—




