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Questao 01. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios tais que A C B.

(a) Mostre que card A < card B. Dé um exemplo para mostrar que vale a desigualdade estrita.

(b) Adicionando-se a hipétese de que B é enumerdvel mostre que A também é enumerdvel.

Questao 02. Decida se cada conjunto a seguir é enumeravel ou nao enumeravel, justificando:

(a) O conjunto de todas as sequéncias infinitas formadas apenas pelos digitos 0 e 1.

(b) O conjunto X = {% 1 p,qE N} [Dica: use a questdo anterior para ajudar]

1
Questao 03. Use a defini¢do de limite para provar que lim ——— =0
n—oo In(n + 1)

Questao 04. Usando o Principio da inducao Matematica, prove a desigualdade de Bernoulli:
(1+2)">14nz, Vx> —-1,VneN.

Com esta desigualdade, mostre que lim r" = 400 para r > 1.
n—oo

Questao 05. Sejam (z,) uma sequéncia tal que x,, — 0 e (y,) uma sequéncia limitada. Prove que
Tn Y — 0.

Questao 06. A sequéncia (x,) dada por z, = senn possui subsequéncia convergente? Justifique.

Questao 07. Sejam 0 < r < 1 e (z,,) uma sequéncia tais que |z,+1 — x| < r", para todo n € N.

(a) Mostre que a sequéncia (z,) satisfazendo as hipéteses acima é de Cauchy.
(b) Mostre que a sequéncia (x,) definida recursivamente por

IL’1:1
1

xn+1:1+§
n

satisfaz as hipdteses do problema, sendo portanto convergente. Em seguida, calcule o seu limite.

Questao 08. Se (z,,) e (yn) forem duas sequéncias de Cauchy, use a definigdo de sequéncia de Cauchy
para provar que (z,y,) é também de Cauchy.

Questao 09. Seja (z,,) uma sequéncia limitada e seja M = sup z,,. Mostre que se M & {x,, : n € N},
neN
entao existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,) tal que x,, — M.

LA Parte 1 é para ser feita em aula e vale 60% da nota da Segunda avaliacio, e a Parte 2 é para ser feita em casa e
vale 40% a nota da Segunda avaliagéo.
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Questao 10. A sequéncia de Fibonacci (ay,) é definida indutivamente por

a1:a2:1
ap42 = Qpt+1 +an , para n > 1

G,

Seja x, = . Prove que:

Anp+1
(a) a2, — a2 — an - ape1 = (=1)", Vn € N.

(="

b) Tyt — Ty = ——————.
<> mt " Ap+1 - Op42

(C) Ty > X3 > T > ... > Topgl > Top > ... > T > T4 > T2. (Sugestdo: verifique antes que zny1 = f(an),
onde f(z) = plrz)

(d) Justifique que existe ¢ € R tal que lim z,, = c.
n—oo

(e) Justifique que ¢ é a raiz positiva da equagao f(r) = x e que ¢ é o niimero de ouro
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