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. Seja X o conjunto das fungoes continuas em [0, 1] e seja ¢ : [0, 1] — (0, +00) continua. Defina

1
d(f,g) = /0 () - ()] - (@) da

Mostre que (X, d) é um espago métrico.
. Seja M = R2. Mostre que (M,d;) e (M, dw) sdo espagos métricos, onde, para x = (r1,22) e
y = (y1,92),

di(z,y) = |1 —y1| + [22 — 32| e doo(w,y) = max{|z1 — y1], [v2 — 32|}

Em seguida, defina e desenhe as bolas abertas de centro em (0,0) e raio unitario em (M, d;)
e (M,ds).
Obs. Nunca mais ria do Quico do episédio do Chaves quando ele queria uma “bola quadrada” - ele sé estava

lidando com outra métrica diferente da euclidiana...

. Seja R* o conjunto dos niimeros reais positivos. Mostre que

d($7y) =

r oy

1 1 ‘

é uma métrica em RT.

. Seja B(A,R) o espago das fungoes limitadas de A em R e defina
d:B(AR) x B(AR) — [0,+00)
d(f,g) = sup|f(z) — g(=)|.
€A

Mostre que d define uma métrica em B(A, R). Em seguida, desenhe B(f, %), onde f: A— R
¢é dada por f(x) = cos(z) e A =10,7].

. Sejam (X1,d;) e (X2,d2) espagos métricos. Mostre que a aplicagao d : X7 x Xo — [0, +00)
definida por
d(z,y) = di(z1,91) + da(22, y2)

define uma métrica em X; x Xo, onde = = (1,22) e y = (y1,¥y2)-

. Seja X # () e § a familia de todos subconjuntos finitos de X. Prove que a funcdo d : §x § —
[0, 4+00) definida por
d(A, B) = card(AAB)

define uma métrica em X.

. Definimos o espaco de todas as sequéncias limitadas pela norma do supremo, e denotada por
loo, O conjunto

loo ={(zp)n : xn € R,VR €N e sup|z,| < oo}.
neN
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(a) Dé exemplos de sequéncias em £, mostrando assim, que £, estd bem definido.

(b) Defina a aplicagao d : loo X log — [0,400) por

d((xn)’ (Yn)) = sup |z, — yn‘-
neN

Mostre que (£oo,d) é um espago métrico.

. Mostre que uma sequéncia (z,) converge para a em (X,d) se, e somente se, a sequéncia

(d(a,xy)) converge para 0 em R com a métrica usual.

. Mostre que (z,,yn) — (z,7) em R?, com a métrica usual se, e somente se, T, — x € Y, — ¥

em R com a métrica usual.
Para quaisquer X,Y C R, prove que

(a) int(X NY) = int(X) Nint(Y).
(b) int(X) Uint(Y) C int(X UY).

Mostrar com um exemplo que, dados X,Y C R, int(X UY') # int(X) Uint(Y").

Se A=[0,1) U (1,2] U {3}, determine int(A).

Qual é o interior do conjunto {(x,y) € Q% : x < y} em relacio a R?? Justifique.
Mostre que o subconjunto X = {(z,y) € R? : z < y} é um aberto de R2.

Mostre que o conjunto {(z,y) € R? : 22 +y?> <1, > 0, y > 0} é um aberto do R?.

Vimos na teoria a prova da Proposicao 5.8, que diz: “a intersecdo finita de abertos de R €
um aberto de R”. Em seguida, observamos que a intersecao infinita de abertos pode nao ser
um aberto de R. Explique por qué a prova da Proposicao 5.8 fica invalida se o nimero de
abertos for infinito.

Seja X C R um conjunto finito. Mostre que XP=R \ X é um aberto de R.

Sejam A e B abertos de R e z € R. Prove que os conjuntos A + B e z + A, definidos
respectivamente por

A+B={a+b:acAebeB} e z+A={2+a:a€ A}

sao abertos de R.



