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. Seja E o espago fundamental e considere o conjunto F' = {A : A C E}, munido
com as operagoes de uniao e intersec¢ao de conjuntos. Mostre que (F,U,N) nao é
um corpo.

. Seja K um corpo. Utilizando-se os axiomas, prove cada igualdade a seguir:

(&) (-z)-y=2z-(-y)=—(z-y)
(b) (—2)-(~y)==z-y

(c) —(-2) ==

(d) ~(z-y)=y-=

. Mostre que (z7!)~! =z ,Vxr € K\ {0}, onde K é um corpo.
. Mostre que, num corpo K, se a-b =10, entao a =0 ou b = 0.
. Seja K um corpo. Prove os seguintes fatos:

(a) (Unicidade do zero) Se 0 € K é tal que 240" = z,Vz € K, entdo 0 = 0.

(b) (Unicidade da unidade) Se 1" € K é tal que z-1" = z,Vz € K, entdo 1’ = 1.

(c) Dados a,b € K, mostre que a equagdo a + x = b tem solugao tnica.
(d) Dados a,b € K, mostre que a equagao a - x = b tem solugao unica.

. Sejam = e y, ambos positivos em um corpo ordenado K, com z < y. Prove que

y~ <l

. Seja K um corpo ordenado. Prove as seguintes propriedades:

(a) x>yey>z =z >z

(b)) z>0ey<0 =z-y<O0.
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(c)0<a<b=0<-<-.
b a
. Em um corpo ordenado, se a < b, mostre que a < %a + %b < b. Mais geralmente,
mostre que
a<ra+(l—r)b<b,

sempre que a < be 0 <r < 1.

. (Desigualdade de Bernoulli) Em um corpo ordenado, seja x qualquer elemento tal
que x > —1. Prove que
(1+2)" >1+nz,

para todo inteiro positivo n.



10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.
24.

25.

Mostre que, em um corpo ordenado, n < 2", para todo n € N.
Prove que v/3 é irracional.
Mostre que o logaritmo de 3 na base 2 é irracional.

Prove cada afirmagao a seguir caso seja verdadeira, ou exiba um contra-exemplo caso
seja falsa:

(a) A soma de dois nimeros racionais é sempre racional.

(b) A soma de dois nimeros irracionais é sempre irracional.

Mostre que v4 + 2v/3=1++/3.

Representar /5 sobre a forma de fracao continua.
Sugestao: Escreva VE=2++v5-2.

Seja K = {p+ qv2 : p,q € Q}. Mostre que K satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Sex,ye K,entaox +y € Keay € K.
(b) Sex € K, z # 0, entdo L € K.

Dado a € R, considere os intervalos I, = [a — %,a + %], para cada n € N. Mostre
o

que m I, = {a}.
n=1

item Dado a € R, considere os intervalos J,, = (a,a + %), para cada n € N. Mostre

que ﬂ Jn = 0.

n=1

Mostre que, para todo ntimero real y > 0,
Yy _
n=1
Dados a, b, e em um corpo ordenado K, onde € > 0. Prove que
la—bl <e=|b| —e < la| < |b] +e.

Dados z,y num corpo ordenado K, com y # 0, prove que |z -y~ | = |=| - |y| L.
Prove que |x — a1| + |z — ag| + |z — a3| > a3 — a1, com a1 < a2 < as.

Seja R o conjunto dos nimeros reais. Dados a,b € R, prove que se para todo € > 0,
a<b+e, entdo a <b.

Se 0 < ¢ < 1, mostre que 0 < ¢? < ¢ < 1.
Se ¢ > 1, mostre que 1 < ¢ < ¢2.

Sea<x<bea<y<b, mostre que |z — y| < b — a. Interprete geometricamente.
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Demonstre, no corpo dos reais, as seguintes desigualdades:

(a) |zy — ab| < |z|ly — b + [b][z — al
(b) Jzy — ab] < (|z — af +[a])ly — b] + [bl|z — af
(¢) [xy — ab] < (1 +[al)ly — ] + |b], se [z —af < 1.

Considerando o corpo ordenado dos reais, determine d1 e do tais que
|z — V2| <1 e |y—V3|< b= |zy — V2V3| <&,

para € > 0 dado. Sugestao: utilize o item (b) do exercicio anterior.
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Seja A = {m m,n € N}. Mostre que sup A =1 e que inf A = 3
—1)"
Dado o conjunto X = {1 — (=1) : n € N}, conclua que sup X =2 e inf X = %
n

(Sel. Mestrado UFSM 2011/1) Considere o conjunto X = {1
que sup X = 1.

: n € N}. Mostre

__1
3n?

Dados A, B € R nao vazios e limitados. Seja A+ B={a+b:a€ Ae be B}
Prove que:

(a) A+ B é limitado;

(b) sup(A + B) = sup A + sup(B);

(c) inf(A+ B) = inf A + inf B.
Seja X C R. Uma fungao f: X — R ¢é dita limitada superiormente se sua imagem
f(X)={f(X) : 2 € X}, for um subconjunto de R limitado superiormente. Neste
caso define-se o supremo de f, e denotamos por sup f, como sendo o supremo do

conjunto f(X). Dadas dua fungoes f,g: X — R, asoma f+ g é a fungao f + g :
X — R, definida por (f + g)(z) = f(x) + g(z).

(a) Prove que se f + ¢ : X — R sao limitadas superiormente, entdao f + g também
¢ limitada superiormente, com

sup(f +g) <sup f +supg.

(b) Mostre com um exemplo que no item anterior a desigualdade pode ser estrita
(Sugestdo: tome X = [~1,1], f(z) =z e g(z) = —1).

Para A C R limitado e n&o vazio e ¢ > 0, definindo ¢- A = {cx : = € A}, prove que
sup(c- A) =c-sup A e inf(c- A) = ¢ inf A.

Dados A e B subconjuntos de R™ limitados e nio vazio, definindo A- B = {zy : = €
A e y € B}, prove que sup(A-B) = (sup A) - (sup B) e inf(A- B) = (inf A) - (inf B).
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Sejam A e B conjuntos nao vazios de niimeros reais e seja
(A, B) =inf{la —b| : a € A, b€ B},
chamado de “distancia” entre os conjuntos A e B.
a) Se A=Ne B=R\N, determine §(A, B).
b) Se A e B forem conjuntos finitos, o qué §(A, B) representa?
c) Seja B =[0,1]. O qué a afirmagao d({z}, B) = 0 nos diz sobre o ponto z?
d) Seja B = (0,1). O qué a afirmagao 6({z}, B) = 0 nos diz sobre o ponto z?

(
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Sejam A, B C R néo vazios tais que, Vo € A, Vy € B, x < y. Mostre que sup A <
inf B. Mostre que vale a igualdade se, e somente se, Ve > 0, dx € A, Jy € B tais
quey —x < €.

Sejam a > 0 um numero real qualquer fixado e x,y € R tais que z < y. Mostre que
existe ¢ € Q tal que z < qa < y.



