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. Apenas pelo esboco grafico, determine as seguintes integrais definidas:

(a) /01de (b) /02<x—1)dx (©) /12(9c+2)dx () /3 @ — 2|dz

-1
1
. Calcule / x dx diretamente da definigao de integral, assumindo que esta integral exista.
0

. Idem para f :[0,2] — R dada por

11—z, se 0<xr<1
f(z)—{z se 1<x<2

3
. Calcule / (22 — 6z)dx, usando uma particio regular.
0

5
. Calcule / (1 — 2 — 22%)dz, usando uma particao regular do intervalo [2,5].
2

. Seja ¢ um ponto do intervalo [a,b] e o um ntimero real. Mostre que a funcao f : [a,b] = R

definida por
o, se r=c
f(x)_{o, se T #c

b
¢ integrével, e / f(z)dz =0.

Solugao. Se a =0, entao f é identicamente nula e nao temos mais nada a fazer. Considere,
entdo, o caso a % 0.

Tomando P = {a = ty < t; < ... < t, = b} uma partigao regular de [a,b], que divide

o intervalo em n subintervalos da forma [t;—1,¢;], com i € {1,2,...,n} de comprimento
ti —ti1 = =% temos, pela definicio da f dada, que existe apenas um indice ig tal que

n

cE [tioflvtio}-

Vamos construir a soma superior:
n
S(f7 P) = Z-Z\/[z(tz - tifl).
i=1

Como M; = 0 para todo i # ig e M;, = a (e além disso

b—a
n

tl:a+l

);

temos que

= b—a
S(f;P)= Mi ti - ti, = ;
(f7 ) Lzzl ( 1) « n

pois os demais termos da soma sdo nulos. Assim, refinando a particdo fazendo n tender ao
infinito, vamos obter
b

Cf= lim S(f; P)= lim «

n— 00 n— 00 n

c_.

a

Analogamente se mostra que a integral inferior também resulta em zero. Portanto, f é
integravel e ff f=0.



7.

10.

11.

Generalize o exercicio anterior para o caso de um ntumero finito de pontos c1,cs, ..., ¢, nO
intervalo [a, b].

. D& um exemplo de uma fungdo f : [a,b] — R que ndo seja integravel, mas seja mddulo-

integrdvel (i.e., | f| é integravel).

Solugao. Por exemplo, uma variante da fungao de Dirichlet, como

1, se T €
f:[O,l]%Rdadaporf(x){ 1 sem€§
, —1
E facil ver que f(l)f =—-le fof = 1 e, portanto, f nao é integravel. Porém, repare que

. . - . 1
|f(x)] = 1, Yz € [0,1], logo, se verifica facilmente que |f| é integravel, com [ |f] = 1
(complete os detalhes deste esbogo da solugio).

1 1 2 2
. Justifique por que / rdx > / z?dx e por que / rdr < / z2dx.
0 0 1 1

Solugao. Por um resultado de aula temos que

regemion e [r< [

Assim, observando os gréficos de f(z) = z* e g(z) = = temos

____________________________________________________

1

1
Portanto, em [0, 1] temos f(z) < g(x) e entdo / rdr < / xdz.
0 0

2 2
Em [1,2] temos f(z) > g(x) e entdo / ridr > / xdx.
1 1

Isto conclui o exercicio.

9 9 9
Suponha que f e g sejam integraveis, com / f=-1, / f=5be / g = 4. Determine:
1 7 7

(a) /192-f (b) /79f+g (© /793f3g (@) /glf (e) /17f

Se a fungao f : [a,b] — R é integrével em [a, b], definimos o valor médio VM de f no dominio

[a, b] por
o !

b—a’
Encontre o valor médio para f : [1,3] — R dada por f(z) = 22.

VM =

Solugao. Queremos calcular

3 2d 1 *3
VMW/ 22da.
3-1 2/,

2



Considere P, a particao regular dada por
P,={to=1<t; <ty <..<t,=3}

onde
2
1 =1+ —;
n

t,=14+n—=3.
n

2
Repare que, Vi € {1,2,...,n}, t; —t;—1 = —.
n

Como f é crescente em [1, 3], temos

TE[ti—1,t4]

m; = inf f(a:):f(ti_l):<1+(i—1)i) :1+(¢—1)%+(i—1)2—

2 . .
M= s @)= g0 = (142) —1a 2

3
TE€[ts,ti—1] n n

Portanto, calculando as somas inferiores, temos

Zmz = ti1) i(1+4(i;1)+(i—1)2§2>22

i=1

SIS
-23 ii %Z OO

_2 8nmn+1) 8 é(n—l)n(?(n—l)—kl)_

nn n? 2 n2n n3
1 4 1 1 2
=24+4(1+ — f§+f 1——)-1-(2—— *}76
n n 3 n n 3

26
Portanto, s(f; P,) — 3 quando n — +oo. Em particular

3
26
/ 2?dr = inf{s(f; P,) : P, é particao de [1,3]} = 3
L

. . , 26 . )
Analogamente, mostramos que a integral superior também vale 3 Portanto, f ¢é integravel

e dai

1 3
VM:f/ 22dr =
1

26 _ 13
2 3 '

NN



12. Se f é integrdvel e m e M sao tais que m < f(z) < M, Vx € [a,b] (ie., f é limitada em
[a, b]), mostre que

b
m(b—a)ﬁ/ f<M(@®-a).

Solugao. Basta aplicar na desigualdade dada a propriedade de integral definida que diz que
se f < g, entdo f; f< ff g e demais propriedades. Assim,

m<f(ac)<M:>/abmd:v</abf(;v)dx</abde

b b b
ém/dxg/f(x)deM/ dx

b
:>m(b—a)§/ f(@)dx < m(b—a).

1
. . . p— 2 - .
13. Use o resultado do exercicio anterior para estimar o valor de / e~ " dr. (Sugestdo: considere
0

os valores minimo e méximo de f em seu dominio)

14. Sendo f continua em seu dominio, mostre que

x) sen 2z dx

.
SA ()] da

Solugao. Basta usar propriedades dos médulos com integrais:

27 2"
S/ |f(z)- sen2x|dx:/ |f(z)| - |sen2zx| dx,
0 0

x) sen 2z dx

e, como |sen 2z| < 1, Vx, obtemos

™

27 2"
f(x)sen 2z dx S/ \‘f(x)|-|sen2x|dz§/ [f(2)] - 1dx,
0 0

0

donde segue a desigualdade desejada.

15. Se f é integrével (e entdo limitada) em [a, b], mostre que
b
[

Solugao. Usando a propriedade | ff 1< f; |f| e o fato de f ser limitada, temos

<(b—a) sup [f(z)].

z€la,b]

f m</v m</swvwm=

z€[a,b]

= sup |f(x |/ dx = sup |f(z)]-(b—a).

z€[a,b] z€a,b]

16. Regra do ponto médio. Podemos estimar o valor de f: f tomando pontos médios t; dos
subintervalos da partigao regular de [a,b]. Fixando o ntimero n de subintervalos, obtemos a

estimativa , .
[ 1= rwa
a i=1
4



b—a
onde At; = ——
n
Isto posto, estime os valores das integrais abaixo, considerando o ntimero n de subintervalos
destacado em cada caso:

5 3
1
(a) /0 23dx, com n =5 (b) /1 mdx, comn =4

2 T
(c) / V14 z2dz, comn =10 (d) / tanx dz, com n =4
1 0

17. Use a férmula

cosg — cos ((m + %) h)
2sin%

sinh + sin2h +sin 3h + ... + sinmh =

para determinar a drea sob a curva y = sinz de x = 0 até x = 5. Faga de duas etapas:

(a) Divida o intervalo [0, 7] em n subintervalos de igual comprimento (parti¢do regular P)
e calcule a correspondente soma superior.

(b) Determine nll)rfw S(f; P).

T 27 37 nmw o __ T -4 : T
g 5, o, ., 5 = T} uma particao regular do intervalo [0, T,

Solugao. Seja P, = {0
onde t; =1 5.
Como f(x) = sinz ¢ crescente no intervalo [0, 7] segue que

M, = sup f(x)= f(t;) = sint,.
T€[ti—1,t:]

T
Note também que cada subintervalo tem comprimento t; —t; 1 = —.

n
Montando a soma superior de f em relagao a particao regular P,, temos

n n . . . n '
S(f,Pn) = ZMZ(tl 7ti_1) = Zsmti% = %ZSIHQ =
i=1 i=1 i=1

t PR L3 AN
B 1COS 9 COS n 9 1 B iCOS in COS n B om B

2n . b 2n 9 gin -~
2sin ) sin n
T <7T n T )
cos — —cos [ — + —
_ T 4n 2  4n
2n 24 1 '
sin n

Isto responde o item (a), ou seja,

COS — — COS | — —_—
S(f'P)Zl 4n 2  4n
T 2 sin —— '

4n

Para responder o item (b), basta passar o limite com n tendendo para +oo. Convém lembrar
que usaremos o seguinte limite notavel

sinx

lim =1
z—0 I
nos célculos seguintes. Assim,
™ (71' . m ) 0 (7r L m )
cos — —cos | = + — cos — —cos (= + —
lim S(f;Py) = lim ———4n 2 dn/ gy 9. T dn 2 dn
n——4oo n—+o0 2N 2¢in — n—too  4n 2sin —
4an an

5



s (7T+ TI') 0 ™
COS — — COS - COsU — coS —
1
= lim 2. —4n 2_dn/ _». 2 _p. 110y
n—-+oo 2 2 2

18. Seja f :[0,1] — R uma funcéo de Lipschitz, i.e., 3K > 0 tal que
|f(z) = fy)l < Klz —yl,

para quaisquer z,y € [0, 1]. Mostre que
1 n .

1 i K
IR
Solugao. Como fol dx =1 temos, juntamente com as propriedades da integral definida:
w~§y /f = 235 [ aa] =
n P n 0 -

L @ =30
0 ) nf(x ~)| dw

i=1

LAP@—iZﬂb%x

([ 1 !

{ K\x—ﬂdw—i—...—l—/ Kx—ndx}—
n 0 n 0 n

K 1
1

|nax — 1|dz + .. +/ |nxn|dx} (%)

Para cada i, notando que

i—nr, se *<z<l

/ |n1:fz|d:z:—/”( xz)dx+[1(inz)dx,

n

|nx2.{na:—i, se 0<z<

temos

iremos encontrar o valor de cada integral, que somadas!, para i € {1,2,...,n}, achamos

i_n_¢
2 n’
portanto,
n  4°
—ildx = I
Z/ |nz —ildx = Z[z ) n}
B (n+1)_n72_(n+1)(2n+1) n  (n+1)(2n+1)
2 2 6 2 6
Portanto,

(x) =

n2 \2 6

K (n (n+1)(2n + 1))

Isto conclui o exercicio.

1O célculo destas integrais deixo a encargo do estudante aventureiro.

6



