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. Seja E o conjunto universo e considere o conjunto F = {A : A C FE}, munido com as
operagoes de unido e intersecgdo de conjuntos. Mostre que (F,U,N) nao é um corpo.

. Seja K um corpo. Utilizando-se os axiomas, prove cada igualdade a seguir:

. Mostre que (z7!)~! = z,Vz € K — {0}, onde K é um corpo.
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. Sejam x e y, ambos positivos em um corpo ordenado K, com = < y. Prove que y~" < x

. Seja K um corpo. Prove os seguintes fatos:

(a) (Unicidade do zero) Se 0 € K é tal que # +0 = z,Vz € K, entdo 0 = 0.
(b) (Unicidade da unidade) Se 1" € K é tal que -1 = z,Vz € K, entdao 1" = 1.
(c) Dados a,b € K, mostre que a equacao a + x = b tem solugao unica.

)

(d) Dados a,b € K, mostre que a equagdo a - = b tem solugao unica.
. Seja K um corpo ordenado. Prove as seguintes propriedades:

(a) x>yey>z =x >z
(b)y z>0ey<0 =2x-y<0.
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(c) 0<a< <3<

. (Relacao de equivaléncia) Dizemos que uma relagdo bindria ~ entre os elementos de
um conjunto A é uma relacdo de equivaléncia sobre A se, Vx,y,z € A tivermos véalidas as
propriedades:

(a) x ~ x (propriedade reflexiva)

(b) z ~y =y ~ x (propriedade simétrica)

(¢c) t~yey~z=x~ z (propriedade transitiva)
A relagao de igualdade entre elementos de um conjunto goza das trés propriedades acima.
Logo, = é uma relacdo de equivaléncia (verifique!). Na geometria, a semelhanga de triangulos
também é uma relagdo de equivaléncia (verifique!). J4 a relacio de ordem < nado é de
equivaléncia, pois ao invés da propriedade de simetria, vale a anti-simetria: z < yey < x
implicam em x = y. A contengdo C entre conjuntos também nao é relagdo de equivaléncia

pelo mesmo motivo. Prove que a congruéncia médulo n definida no exemplo 5 do item 2.2 é
uma relacao de equivaléncia.

. Dados a, b,e num corpo ordenado K, com € > 0, prove que

la—bl <e=1|b|—e<]a] < |b] +e.

. Prove cada afirmacgao a seguir caso seja verdadeira, ou exiba um contra-exemplo caso seja
falsa:

(a) A soma de dois nimeros racionais é sempre racional.

(b) A soma de dois ntimeros irracionais é sempre irracional.
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Prove que V/3 é irracional.

Representar /5 sob a forma de uma fracio continua.
Sugestao. Escreva VE=24++5—2.

Mostre que 4 + 2v/3 =1+ 3.

Seja K um corpo ordenado. Exprima cada um dos conjuntos abaixo como reuniao de inter-
valos:

(a) o conjunto dos z € K tais que |22 — 2| < 1;
(b) o conjunto dos = € K tais que |2z + 1] < 1;
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(¢) o conjunto dos z € K tais que

Num corpo ordenado K, prove que a? +b*> =0 < a=0b=0.

Dados x,y num corpo ordenado K, com y # 0, prove que |z - y lz| - |yt

Seja R o conjunto dos ntmeros reais. Dados a,b € R, prove que se para todo € > 0, a < b+¢,
entao a < b.

Nos itens a seguir, encontre todos os numeros reais que satisfazem cada desigualdade. Dé o
intervalo-solucao e ilustre a solugao sobre uma reta numeérica.

(a) bx +2 >z — 6. (b) 3—x <5+ 3z.
31—
(c) 80 —5 < Za+ 336. (d)2<5-3z <11
2
(e)l_xgl. (f)ﬁfg. )
(g) 2 +3z+1>0. (h) >

3r—7 " 3-2z
Considerando o corpo ordenado dos reais, determine se cada item a seguir é verdadeiro ou
falso, dando a razao de sua decisao.

(a) x <5 implica em |z| < 5.

(b) |z — 5| <2 implicaem 3 <z < 7.

(¢) [1+ 3z <1 implica em 2 > —2.

Determine todos os valores de reais de x para os quais se verifiquem as seguintes desigualda-
des:

(a) 1—4z

2x —5

3r+1
2¢—3

3
> 2

-2

‘si (b)

Demonstre, no corpo dos reais, as seguintes desigualdades:

(a) [zy — ab| < [z|ly — b] + [b]|z —
(b) |lzy — ab| < (|x — a| + |a|)|y — b| + |b]|z — al
(¢) |lzy — ab] < (1+ |al)|ly — b] + |0, se |x —a| < 1.

Considerando o corpo ordenado dos reais, determine d; e ds tais que
lz— V2| <8 e |y— V3| <= |zy — V2V3| <,

para € > 0 dado!. Sugestdo: utilize o item (b) do exercicio anterior.

IEste tipo de majoragio com médulos serd comum em Célculo.



