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Lista 12 - Anéis de polinémios

. Seja B um subanel de A e I ideal de A. Seja C' C A[X] o conjunto
C={ap+..+a, X" € A[X]: ap € B, a; € I, Vi > 0}.
Mostre que C' é um subanel de A[X].
. Mostre que a aplicagao f : Z[X]| — (Z/mZ)[X], com m > 1 dada por
flag+ a1 X + ...+ ap X®) =ag + a1 X + ... + ap X*
¢ um homomorfismo de anéis. Esta funcao é injetiva? justifique.
. Um elemento a de um anel A é dito nilpotente se o' = 0, para algum n € N.

(a) Se a é um elemento nilpotente de um anel com unidade A, mostre que 1+ a é
inversivel. Dica: (14+a)™' =1—a+a*+ ...+ (=1)""'a""!, onde a™ = 0.

(b) Seja A um anel comutativo com unidade. Verifique que o polinémio f(x) =
1+ ax é inversivel em A[x| se, e somente se, o elemento a é nilpotente em A.

. Seja A um anel comutativo com unidade e defina a fungao d : A[z] — Alz], chamada

de fungdo derivada , como segue: se f(z) = ag+ a1z + ... + apz™ € Alz], entdo

d(f(x)) = a1 + 2a9x + ... + na,z" L.

Para quaisquer f(x),g(z) € A[z] e Va € A, estabeleca que

(a) d(f(z) + g(x)) = d(f(x)) + d(g(x)),
(b) d(af(z)) = ad(f(x)),
(¢) d(f(z)g(x)) = d(f(x))g(x) + f(x)d(g(x))-

. Suponha A um anel comutativo com unidade e seja a € A uma raiz nao-nula de
f(z) € Alx]. Dizemos que a é uma raiz miltipla de f(z) se

f(@) = (z —a)"g(x) (n>1),

onde g(x) € A[z] é um polinémio tal que g(a) # 0. Prove que um elemento a € A é
uma raiz miltipla de f(z) se, e somente se, a ¢ uma raiz de f(x) e d(f(z)).



