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Lista 05 - Grupos ciclicos, classes laterais e o Teorema de Lagrange

1. Considere no conjunto C dos ntimeros complexos as raizes da equacio z'2 — 1 = 0.

(a) Mostre que o conjunto G formado pelas raizes da equagao acima, com o produto
usual em C é um grupo.

(b) Faga uma representagao geométrica no plano de Argand-Gauss das raizes décimas
segundas de 1. Em seguida, na representacao feita, destaque um subconjunto H
de G que possua o vértice correspondente ao afixo z = 1 e outros dois vértices
de forma a obter um triangulo equilatero. Mostre que H < G.

(c) Obtenha um subgrupo K de G de ordem 6. Identifique-o na representagao.

(d) O grupo G é ciclico? Justifique.

(e) Obtenha todas as classes laterais a esquerda e a direita de H.

(f) Encontre as ordens das primeiras quatro raizes da equagao em (a).

2. Seja m € Z, m > 1. Indicando por G,, o conjunto das raizes m-ésimas complexas
de 1, mostre que (G, ) é um subgrupo ciclico de (C*,-), onde C* = C\{0}.

3. Determine todas as classes laterais de H = {0,3,6,9} no grupo aditivo Z1s.

4. Sejam G = (Z12,+) e H = {0, 4,8} um subgrupo de G. Construa a tdbua do grupo
quociente (G/H,+), identifique seu elemento neutro e os inversos aditivos de 1T+ H
e2+ H.

5. Se ghg™! € H, paratodo g € Geh € H, H < G, mostre que gH = Hg, Yg € G,
i.e., as classes laterais a esquerda e a direita, neste caso, sao idénticas.

6. Seja S3 o grupo das permutagoes de A = {1, 2, 3}. Determine todas as classes laterais
a esquerda e a direita de H = {id, #}, onde

. 1 2 3 1 2 3
Zd_<1 2 3) ¢ B_<2 1 3)'
7. Vimos na teoria a definicdo de ordem de um grupo. Definimos também a ordem de
um elemento de um grupo G: se a é um elemento de um grupo G, a ordem de « é

a ordem do subgrupo gerado por « e é denotada por |(a)| ou O(«).
Seja G um grupo e o € G, a # e.

(a) Mostre que a tem ordem 2 se, e somente se, a = a~l.

(b) Mostre que se O(a) = m - n, entao O(a™) = n.

t

8. Seja G um grupo e a € G tal que O(a) = m. Mostre que se a* = e, entao mjt.

9. Seja G = (a) o grupo ciclico gerado por a e suponha que O(a) = m. Mostre que a™
gera G se, e somente se, mdc(m,n) = 1.
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Seja G um grupo multiplicativo tal que |G| = 100. Mostre que a equacio z = 1
tem somente uma solugao x € G.

Seja G um grupo abeliano e considere o subconjunto 7'(G) := {a € G : O(a) < co}.
Mostre que T(G) < G.
Obs.: T(G) é chamado de subgrupo tor¢ao de G.

Seja G um grupo de ordem p”, onde p é primo e n > 1. Mostre que a ordem de um
elemento qualquer de G é uma poténcia de p.

Em S3, procure as ordens de todos os seus elementos e de todos os subgrupos.
Verifique o Teorema de Lagrange.

Determine as classes laterais de H = (4) em (Zg,+) e o conjunto quociente Zg/H.



