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Lista 02 - Funções

1. Sejam f : A→ B uma função e X,Y ⊂ A. Prove que valem as seguintes proprieda-
des:

(a) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y );

(b) f(X ∩ Y ) ⊂ f(X) ∩ f(Y );

(c) X ⊂ Y ⇒ f(X) ∩ f(Y );

(d) f(∅) = ∅.

2. Sejam f : A→ B uma função e Y, Z ⊂ B. Prove que valem as propriedades:

(a) f−1(Y ∪ Z) = f−1(Y ) ∪ f−1(Z);

(b) f−1(Y ∩ Z) = f−1(Y ) ∩ f−1(Z);

(c) f−1(Y {) = (f−1(Y )){;

(d) Y ⊂ Z ⇒ f−1(Y ) ⊂ f−1(Z).

3. Sejam (Xλ)λ∈Λ uma famı́lia de conjuntos, com Xλ ⊂ A, ∀λ ∈ Λ e f : A → B uma
função. Mostre que

f(
⋃
λ∈Λ

Xλ) =
⋃
λ∈Λ

f(Xλ).

4. Seja f : A→ B uma função e M,N ⊂ B. Mostre que

f−1(M \N) = f−1(M) \ f−1(N).

5. Seja f : A→ B uma função e (Bi)i∈I uma famı́lia de conjuntos indexada por i ∈ I,
tal que Bi ⊂ B, ∀i ∈ I. Mostre que

f−1(
⋃
i∈I

Bi) =
⋃
i∈I

f−1(Bi) e que f−1(
⋂
i∈I

Bi) =
⋂
i∈I

f−1(Bi).

6. Construa exemplos de funções que sejam:

(a) injetivas, mas não sobrejetivas;

(b) sobrejetivas, mas não injetivas;

(c) bijetivas.

7. Dizemos que dois conjuntos A e B são equivalentes quando existir uma função f :
A → B bijetiva. Com base nesta definição, mostre que os conjuntos a seguir são
equivalentes:

(a) [−2, 2] e [0, 1]. (b) (3, 5] e [−2, 7) (c) (0, 1) e R.

8. Mostre que a função f : R − {dc} → R − {ac} definida por f(x) =
ax− b
cx− d

, onde

a, b, c, d ∈ R com c 6= 0 e ad− bc 6= 0 é bijetiva.
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9. Sejam as aplicações f : A→ B, g : A→ B e h : B → D. Prove que se h é injetiva e
h ◦ g = h ◦ f , então g = f .

10. Sejam f : A → B e g : B → D. Supondo g bijetiva, prove que f é injetiva se, e
somente se, g ◦ f é injetiva.

11. Sejam as funções f : A → B, definida por y = f(x); identidade em A, anotada por
idA : A→ A e identidade em B, anotada por idB : B → B.

(a) Prove que f ◦ idA = f e idB ◦ f = f .

(b) As funções idA e idB são iguais? Justifique.

12. Encontre duas inversas à esquerda para f : [0,+∞)→ R dada por f(x) = 1 +
√
x.

13. Considere a aplicação f : Z2 → Z2 definida por f(x, y) = (2x + 3, 4y + 5). Prove
que f é injetiva. Após isto, encontre duas inversas à esquerda para f . A função f é
sobrejetiva? Justifique.

14. Sendo f : R − {0} → R − {1} definida por f(x) =
x+ 2

x
e g : R − {1} → R − {0}

dada por g(x) =
2

x− 1
, determine g ◦ f e f ◦ g. O que se conclui dos resultados

obtidos?

15. Sejam f : A → B e g : B → C inverśıveis. Mostre que g ◦ f : A → C é inverśıvel e
que (g ◦ f)−1(x) = (f−1 ◦ g−1)(x), ∀x ∈ A.

16. Definimos a função cosseno hiperbólico de um arco x da seguinte forma:

f : R→ R, f(x) = coshx =
ex + e−x

2
.

(a) Mostre que f(x) = f(−x), ∀x ∈ R, i.e., a função cosseno hiperbólico é uma
função par.

(b) Pelo item (a) temos que a função cosseno hiperbólico é simétrica em relação ao
eixo vertical. Logo, f não é bijetiva. Redefina f de modo a ser bijetiva.

(c) A partir do feito em (b) defina a função arco cosseno hiperbólico.

(d) Procure representar a definição feita acima para o arco cosseno hiperbólico em
termos de logaritmo natural. Com esta representação logaŕıtmica, mostre que
arco cosseno hiperbólico e cosseno hiperbólico são inversas uma da outra.
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