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Capitulo 1

Conjuntos e funcoes

“A Matemdtica € a chave de ouro, com que podemos abrir todas as ciéncias.”

Victor Duruy.

Neste primeiro capitulo, revisaremos alguns fatos principais sobre conjuntos e

fungoes que serao necessarios para o estudo qda Anélise.

1.1 Conjuntos e operagoes

Nao definimos o que vem a ser um conjunto. E simplesmente um sinénimo para

uma colegao de elementos.

Para relacionar conjunto com elemento, usamos a relacao de pertinéncia,
anotada pelo simbolo €. Os elementos de um conjunto sao representados,
normalmente, por letras minusculas de nosso alfabeto e os conjuntos sao nor-
malmente representados por letras maidsculas de nosso alfabeto. Assim, para
dizer que um elemento x pertence a um conjunto A, escrevemos = € A e para

dizer que um elemento y nao pertence ao conjunto A, escrevemos y ¢ A.

Uma maneira de expressar um conjunto X ¢é dizendo qual a regra que decide
se um dado elemento pertence ou nao pertence ao referido conjunto. Por exem-

plo, seja X o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem 2 cuja diagonal
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principal nao tem zeros. Desta maneira, temos que

1 0 -2 0 0 3
I = € X, € X; mas, g X
0 1 5 3 2 1

Uma maneira simples de representar o conjunto X dado acima é
X ={A = (aij)ax2 : apr # 0}.

De maneira geral, dado X um conjunto qualquer cujos elementos de X

satisfazem uma propriedade p, escrevemos
X = {x: z satisfaz propriedade p}.

Utilizaremos os simbolos classicos para denotar os conjuntos numéricos: N
para o conjunto dos naturais, Z para o conjunto dos inteiros, QQ para o conjunto
dos racionais, I para o conjunto dos nimeros irracionais, R para o conjunto dos

nimeros reais e C para o conjunto dos nimeros complexos.

O conjuntos de todos os conjuntos que ocorrem numa dada discussao é cha-

mado de conjunto universo ou espago fundamental FE.

Na teoria dos conjuntos, também é importante a nocao de conjunto vazio.
O conjunto vazio é o conjunto que nao possui elementos. Ele é representado
pelo simbolo ) ou por {}. O conjunto vazio aparece em diversos contextos,

como por exemplo,

0={neN:n#n}

E importante observar que nio se deve confundir § com {f}. O primeiro
trata-se do conjunto vazio e, portanto, nao tem elemento algum; ja o segundo

é um conjunto que possui um elemento: o conjunto vazio.

Para relacionar conjuntos usamos o simbolo de contencao C, c.f. a definigdo

abaixo.
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Definigao 1.1 Sejam A e B dois conjuntos em um universo E. Dizemos que A
estd contido em B, e escreveremos A C B, se todo elemento de A for elemento

de B. Mais precisamente,
ACB&e Ve eE)[rec A=z <€ B].

Quando A C B, dizemos que A é um subconjunto ou parte de B.

Para dizer que A nao esta contido em B, basta exibir um elemento de A

que nao esteja em B, ou seja,
A ¢ B< (zg € A), tal que [zo € B].

Uma propriedade que segue imediatamente da definicao de contencao ¢é a

descrita na proposicao a seguir.
Proposigao 1.2 O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Demonstragao. Seja A um conjunto qualquer em um universo F. Por ab-
surdo, suponhamos que ) ¢ A. Assim, Jxg € 0 tal que 29 € A. Mas, 29 € 0
é um absurdo, pois viola a definicao de conjunto vazio. Portanto, § C A,

qualquer que seja o conjunto A.
O

A seguir, definimos a igualdade de conjuntos.

Definigao 1.3 Dizemos que dois conjuntos A e B em um universo F sao iguais
se todo elemento de A for elemento de B e todo elemento de B for elemento

de A. Mais precisamente,
A=B& ACB e BCA

Proposigao 1.4 Sejam A, B e C conjuntos em um universo E. Entdo, valem

as sequintes propriedades para a contencao de conjuntos:
(i) reflexiva: A C A;

(ii) antissimétrica: se AC B e B C A, entdo A= B;
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(iii) transitiva: se AC B e BCC, entio AC C.

Demonstracao. Sejam A, B e C' conjuntos em um universo . Mostramos
cada item da proposicao acima.

(i) Reflexiva: A C A. De fato, dado x € A um elemento qualquer em A, segue,
por repetigdo, que x € A. Portanto, A C A, ou seja, segue a reflexividade.

(i) Antissimétrica: segue diretamente da defini¢ao 1.3 de igualdade de conjun-
tos dada acima.

(iii) Transitiva: Sejam A, B e C' em F, tais que A C Be B C C. Como A C B,
segue que dado um z € A, implica que z € B. Porém, como B C C, segue que
x € C. Como esse x é um elemento qualquer em A, temos provado que A C C'

e a prova da transitividade estd completa.
d

Definicao 1.5 Chama-se diagrama de Venn toda figura fechada usada para
representar graficamente um conjunto, onde os elementos no interior da figura
serao elementos pertencentes ao dado conjunto e os elementos fora da figura

serao elementos nao pertencentes ao conjunto em questao.

Apresentamos a seguir, em diagramas de Venn, uma representacdo para
ilustrar A C B. Note que o retangulo que os contém também é um diagrama
de Venn, e estd representando o conjunto universo E. Também destacamos

dois elementos a e b,onde a € Aeb ¢ A, mas b € B.

Definicao 1.6 Seja X um conjunto qualquer em um universo E. Definimos o

conjunto das partes de X, e denotamos por P(X), o conjunto

PX)={AeFE: ACX}.
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Em outras palavras, o conjunto P(X) denota o conjunto de todos os sub-

conjuntos do conjunto X.
Da defini¢ao acima, temos que A € P(X) & A C X.

Observe que P(X) estd bem definido. Realmente, como pela proposigao 1.2
temos que () C X, e pela reflexividade da contencao temos X C X, segue que
e P(X)e X € P(X). Logo, o conjunto das partes de um conjunto sempre
possui pelo menos dois elementos: o conjunto vazio e o préprio conjunto.

A seguir, apresentamos as principais operacoes entre conjuntos, bem como

suas propriedades.

Definigao 1.7 Sejam A e B conjuntos de um universo E. Definimos a unido
entre A e B, e anotamos por AU B, o conjunto dos elementos de E que per-

tencem a pelo menos um dos dois conjuntos. Mais precisamente,
AUB={zx€ E :z€ A ouz e B}

A seguir, temos uma representagao em diagrama de Venn, onde a parte
sombreada ilustra A U B.

Para mostrar que um dado elemento nao estd na uniao entre A e B, é preciso

mostrar que esse elemento nao estd em nenhum deles, ou seja,
IogAUB@ZL'O ¢A e ZL'0¢B
Proposigao 1.8 Sejam A e B conjuntos em E. Entao, A C AUB e B C AUB.

Demonstragao. Faremos apenas a prova da primeira contencao, visto que a
outra é andloga. Por absurdo, se A ¢ AUB, entao, 3y € A tal que g € AUB.
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Mas entdo zo € A e xy &€ B. Logo, 29 € A e x9 ¢ A. Absurdo! Portanto,
AC AUB.
O

Definigao 1.9 Chama-se interse¢do entre dois conjuntos A e B, e escrevemos

AN B, ao conjunto dos elementos comuns a A e a B. Mais precisamente,

ANB={z€FE:x€ A e xec B}

Da definicao acima, temos que para um elemento nao pertencer a intersecao,

basta ele nao pertencer a pelo menos um dos conjuntos, ou seja,
o€ ANB&xg € A ou xg € B.

A seguir, temos uma representacdo em diagramas de Venn para A N B, que

encontra-se sombreada.

Deixaremos para o leitor a prova da proposigao seguinte.

Proposigao 1.10 Sejam A e B conjuntos em um universo E. Entdo, ANB C
AeANBCB.

A seguir, apresentamos as principais propriedades envolvendo a unido e a

intersecgao de conjuntos.

Proposigao 1.11 Sejam A, B,C, M e N conjuntos em um universo E. Valem

as sequintes propriedades:

(a) AUA=A; ANA=A.
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(b)) AUD=A; AN =1.
(c) AUB=BUA; AN B = BN A (comutatividades).

(d) AU(BUC)=(AUB)UC; AN(BNC)=(ANnB)NC.

(associatividades da unido e da intersecgdo)

(e) Se ACBeMCN, entio AUM C BUN.
SeACBeMCN, entao ANM C BNN.

(monotonicidades da unido e da intersec¢do em relagao & contengdo)

(f) AN(BUC)=(ANB)UANC); AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).
(distributividades)

Demonstragao. Faremos a demonstracao de algumas, deixando as demais
para o leitor.

(a) Mostraremos que AUA = A. Para provar esta igualdade, precisamos provar
duas contengoes: AUA C Ae A C AN A. Faremos isto em duas afirmagoes.

Af 01. A C AU A: segue diretamente pela proposicao 1.8.

Af 02. AU A C A: por absurdo, suponhamos que AU A ¢ A. Assim, segue
que dxg € AUA, tal que xg € A. Mas de x¢g € AU A, segue que xg € A. Logo,
xo € Aexg ¢ A. Absurdo! Portanto, AU A C A.

Pelas afirmacoes 01 e 02, segue o resultado.

(¢) Mostraremos AN B = BN A, i.e., a comutatividade da intersec¢ao.
Af01. AnBCBNA:

Dado z € AN B, segue que x € Aex € B, ouseja, x € Bex € A e, portanto,
x € BNA.

Af 02. BN A C AN B: prova-se analogamente.

Portanto, vale a comutatividade da interseccao.

(e) Provaremosque AC Be M C N = AUM C BUN.
Suponhamos que A C B e M C N. Precisamos mostrar que AU M C BU N.
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Para tanto, basta mostrar que dado um elemento no primeiro conjunto, este
deve estar no segundo. Assim, seja xrg € AU M. Logo, xtg € A C B ou
xo € M C B (as contengoes sao devidas as hip6teses). Logo, temos o € BUN,

0 que prova o que queriamos.

(f) Provaremos que AU (BNC)=(AUB)N(AUC).

Af01. AU(BNC)C(AUB)N(AUCQC):

Seja xg € AU (BNC). Assim, 29 € Aouxzg € BNC.

Se xg € A, pela proposigao 1.8, temos que zg € A C AUB e também xg € AUC.
Portanto, g € (AU B) N (AU C) e vale a afirmacdo 01. Por outro lado, se
g € BN C, segue que xg € B C BUC e xg € C C AUC e, portanto,
20 € (AUB)N(AUCQC) e vale a afirmagao 01.

Af02. (AUB)N(AUC)C AU(BNC(C):

Por absurdo, suponhamos que (AUB)N(AUC) ¢ AU (BN C). Assim,
Jrp € (AUB)N(AUCQC) tal que g ¢ AU (BNC). Assim,

zo € AUB e zp € AUC (1.1)
Como z9 € AU (BNC), segue que
rogAexogBNC (1.2)
Por (6.5) e (6.6), temos
ro€EBexgeC=xge BNC

Mas isto é um absurdo, pois contradiz (6.6).
Logo, vale a afirmagao 02.

As afirmacgoes 01 e 02 provam a igualdade requerida.

O

Definigao 1.12 Sejam A e B conjuntos nao vazios em um universo E. Defi-

nimos a diferenca entre A e B, e escrevemos A\ B ou A — B, por

A\B={rz€eFE:z€Ae z¢B}
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Em outras palavras, a diferenca A \ B é o conjunto dos elementos de A
que nao estdo em B. Abaixo, temos uma representagdo em diagrama de Venn,
onde A\ B estd sombreado.

Convém observar que a operacao de diferenca entre conjuntos nao é comu-
tativa, ou seja, em geral, A\ B # B\ A. Deixamos para o leitor a confirmagao
deste fato.

Quando B C A, a diferenca entre A e B, é chamada de complementar de

B em relagao a A, e escrevemos
CaB=A\B.

Neste caso, se considerarmos A como sendo o conjunto universo, temos a

definicao que segue.

Definicao 1.13 Seja B um conjunto qualquer em um universo E. Definimos
o complementar de B, e escrevemos BB, como o conjunto de todos os elementos

que estao fora de B, ou seja,
B'=CgzB=E\B={zcE:z¢B}

Na proposicao abaixo, apresentamos as principais propriedades do comple-

mentar de um conjunto.

Proposigao 1.14 Sejam A e B dois conjuntos em um universo FE. Entao,

valem as sequintes propriedades:
(a) AUAC = E; AnAC =0,

(b) (A®YE = A (idempoténcia).
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(c) Ac B Bb c AL
(d) (AUB)t = AN Bt (AN B)® = A® U BE. (ieis de De Morgan).
) A=0 e A°=E.

Demonstragao.

(a) Mostraremos que AU AL = E.

Note que A U A c E é ébvio, cf. a definigao de espago fundamental. Resta
mostrar que £ C AU AC,

Por absurdo, se £ ¢ AU AG, segue que Jzg € E tal que g € AU AL Entao,
20 & Aemyd A Mas, 2o & A® = 24 € AC. Absurdo. Logo, E C An AC.
Portanto, vale que A U A = E.

(b) Podemos provar as duas contengoes simultaneamente:
C C\C
reEAs g A sre (A

(¢) Suponhamos que A C B. Precisamos mostrar que Bt c AL, Dado z, € BC,
temos que xg € B. Como A C B, segue que zo € A, ou seja, xy € AL Logo,
Bt c AL

Reciprocamente, suponhamos que Bb ¢ AC. Mostraremos que A C B. Por
absurdo, se A ¢ B, entdo, dxg € A tal que zo € B. Mas xg ¢ B equivale a
xo € BC. Assim, pela hipétese de que Bt ¢ AC, segue que xg € AC, ou seja,
xo € A. Mas isto é um absurdo, pois xg € A. Logo, A C B.

Isto conclui a prova desta propriedade.
(d) Mostraremos que (AU B)® = AL BE. Podemos provar as duas contencoes
simultaneamente:

20€(AUB sy d AUBe g dAe 20¢Bs

@zoeAE e zOGBC@xOEACﬂBC.

A demonstragdo da outra lei de De Morgan é andloga a esta. Fica como

exercicio.
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(e) Suponhamos que A = §.

Af 1: A c E. De fato, esta contengao é trivial, pois qualquer conjunto
é subconjunto de E, uma vez que E é o espago fundamental. Logo, vale a
afirmacgao 1.

Af2: Ec AL, Por absurdo, se £ ¢ AC, segue que Jzg € E tal que xg & AC,
ou seja, g € A = () = x¢ € 0, mas isto é um absurdo, pois viola a definicao de
vazio. Logo, vale a afirmagao 2. Estas duas afirmacoes provam que AL = E.
Reciprocamente, suponhamos que Al = E. Precisamos mostrar que A = (.
Por absurdo, se A # (J, segue que Jxy € A, tal que z¢ € 0 (0 que é Sbvio!).
Mas xg € A, entdo zo & AC = E. Mas isto é um absurdo, pois E é o espaco

fundamental. Logo, vale que A = 0.
O

A proposigdo que se segue estabelece outra forma de representar diferenca de

conjuntos, ligando-os com a nocao de complementar.

Proposigao 1.15 Sejam A e B conjuntos de um espago F. Vale a igualdade
A-—B=ANB

Demonstragao. Fica como exercicio.

Definigao 1.16 Sejam A e B dois conjuntos. definimos a diferenca simétrica

entre A e B e escrevemos AAB, ao conjunto
AAB={z: (x€Ae z¢B)ou (x€Be ¢ A)}=(A-B)U(B-A).

Em outras palavras: definimos a diferenca simétrica entre dois conjuntos

como sendo o conjunto dos elementos que ndo séo comuns a ambos.

Em diagramas de Venn, temos AAB hachurado:
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Proposigao 1.17 A diferenca simétrica é uma operacao comutativa.

Demonstracao. Sejam A e B dois conjuntos em FE. Vamos mostrar que
AAB = BAA. De fato, basta notar que, tendo em vista a comutatividade da

uniao, temos

AAB=(A—B)U(B—A) = (B—A)U(A— B) = BAA.
0

Proposigao 1.18 Sejam A e B conjuntos de um espago F. Vale a igualdade
AAB =(AUB) - (ANB).

Demonstragao. Utilizando-se das propriedades de conjuntos até entao apre-

sentadas, temos
AAB=(A-B)UB-A) =AnBYuBNA") =
= ((AﬁBC)UB) N ((AQBC)UAB) =
- ((AUB) N (BC UB)) N ((AUAC)m (B® UAC)) =
=(AUB)NE)N(En(B°UuA®))=AuB) nBtuUAL) =

=(AUB)N (BN A =(AUB)— (AN B).
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1.2 Produto cartesiano

Nesta secao apresentemos a defini¢ao de produto cartesiano, bem como algumas

propriedades.

Definigao 1.19 Sejam A e B dois conjuntos nao vazios em E. Definimos o

produto cartesiano ou direto entre A e B, e denotamos por A x B, como

Ax B={(a,b) : a€e A e be B}.

Os elementos (a,b) € A x B sdo chamados de pares ordenados. Note que,
em geral, A x B # B x A, i.e., o produto cartesiano nao é comutativo. Por
exemplo, sejam A = {1,2,3} e B = {2,5}. Temos

AXB= {(1’2)5 (1’5)5 (272)5 (275)5 (372)5 (375)}

B x A= {(2’ 1); (2’2)5 (2’3)5 (5’ 1); (572)5 (573)}'

Nitidamente, percebemos que A X B # B x A pois, por exemplo, (1,2) €
A X B, mas (1,2) ¢ B x A.

Para representar graficamente A x B, procedemos da seguinte maneira:
tracamos duas retas perpendiculares entre si, uma horizontal e outra vertical,
fazendo coincidir suas origens. Na reta horizontal, marcamos os elementos
a € A e na vertical, os elementos b € B. Tracejamos uma linha vertical
passando por a € A, e uma linha horizontal passando por b € B. O encontro
dessas duas nos dara a localizacao de (a,b) € A x B, na qual demarcamos com

um ponto. Esta representacao chama-se representacdo no plano cartesiano.
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3]
1
bl _____. L, B
1
i
|
[a) f28 A

Considerando A = {1,2,3} e B = {2,4}, temos
Ax B ={(1,2);(1,4); (2,2); (2,4); (3,2); (3,4)}

e sua representacao grafica no plano cartesiano é apresentada na figura abaixo.

d1----F---t---
71 S
L
1 2 3

Proposigao 1.20 Sejam A, B e C' conjuntos ndo vazios em um universo F.

O produto cartesiano goza das seguintes propriedades:
(@) (AUB) x C = (Ax C)U(B x C).
(b) Ax (B\C) = (Ax B)\ (AxC).
(c) (A\B) x C = (Ax C)\ (B x C).

Demonstracao. Faremos apenas a demonstracao da primeira e deixaremos

as demais para o leitor.
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Queremos mostrar que (AUB) x C = (Ax C)U(B x C). Faremos isto provando

duas contencoes, c.f. as afirmacoes abaixo.

Af01. (AUB)xC C(AxC)U(BxC):

Dado (z,y) € (AU B) x C. Logo, pela definicao de produto cartesiano, temos
que x € AUB ey € C. Pela definicao de uniao de conjuntos, segue que z € A
our € B e, ainda, temos y € C. Portanto,zt € Aeye Couzxz € Bey € C,
ie., (z,y) € Ax Cou (z,y) € BxC, ouseja, (z,y) € (AxC)U (B xC).

Logo, vale a afirmagao 01.

Af02. (AxC)U(BxC)C(AUB)xC:

Dado (z,y) € (A x C)U (B x C). Entao, (z,y) € Ax C ou (z,y) € B x C,
ie,x€AeyeCouzx € BeyeC, masisto é o mesmoque z € Aouzr € B
ey e C,ouseja, z € AUBeye€ C,ie, (z,y) € (AUB) x C. Logo, vale a
afirmacao 2.

Pelas afirmacoes 01 e 02, segue o resultado.

1.3 Familia de conjuntos

Nesta secao vamos apresentar o conceito de familia de conjuntos, bem como

suas principais propriedades.

Definigao 1.21 Seja A um conjunto cujos elementos A € A sdao chamados de
indices e suponha que VA € A, 3 Ay, conjunto que depende o indice A.
O conjunto de todos os Ay, onde A € A, chama-se uma famidlia de conjuntos

indexada por A, e denotamos por
§ = (A)\)/\EA = {A,\ T AE A}

O caso mais simples de familia indexada é quando A C N.

Exemplo. Defina a familia (F),),en por

F,={ke€Z:k*<n,VncN}
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Fazendo n variar no conjunto dos niimeros naturais vamos determinando os

conjuntos F, da familia indexada por n:
en=1F={keZ:k*<1}={-1,0,1}

o n =2 FQZ{kGZ:k2§2}:{_1)071}:F1'

n=3 Fy={kecZ:k2<3}={-1,01}=F = F.

en=4 Fy={keZ:k*<4}={-2,-1,0,1,2}.

n=20: Foo={keN: k? <20} ={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.

Aproveitando o exemplo dado acima, perguntamos: seria possivel fazer a
uniao de todos os elementos da familia dada? e a interseccao? Isto nos mo-
tiva a apresentar a definicdo que segue, que generaliza o conceito de uniao e

intersecgao de conjuntos.

Defini¢ao 1.22 Seja A um conjunto de indices A e considere (Ax)reca uma
familia de conjuntos indexada por A € A.

Definimos a unido e a interseccao dos elementos desta familia, respectivamente,
por

U Ay ={x € Ay,para algum A € A}
AEA

() Ax = {z € A\, VA € A}
AEA

Da defini¢ao acima observamos que

2o & | J Ax & xo € Ay, VAEA
AEA

xo & ﬂ Ay & 9 &€ Ay, para algum Ay € A.
AEA
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Como aplicagao dessa definicao vejamos um interessante exemplo.

Exemplo. Seja A =N e defina a familia § = (A))ren por
Ay={z€Z : x> A}
Entao, temos os conjuntos
e Ay={2x€Z:2>1}={2,3,4,..}

o Ay ={z€Z:x>2}={3,4,5,...}

e Ay ={z€Z :xz>n}={n+1,n+2,..}

Vamos determinar U Ay e ﬂ Aj.
AEN AEN

E fécil ver que A; D Ay D A3 D ..., e entdo

U Ar=41=1{2,3,4,..}.
AEN

Mas o que resulta em ﬂ A,?7 Essa intersecao nao é tao imediata de se

AeN
obter, neste caso. Como Ay D Ay D A3z D ..., entao, fixando n > 1 temos

Al ﬁAQ n... ﬂAn == {TL,TL+ 1,...},

0 que nos faz pensar de que a intersecao infinita ﬂ A, possuird também in-

AeN
finitos elementos. No entanto, e o que podera “chocar” o leitor, é afirmar que

essa intersecao infinita serd vazia!

Ou seja, afirmamos que

(] Ax=0. (1.3)

AEN
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De fato, como ) C ﬂ A, é suficiente mostrar que ﬂ Ay C 0.
AeN AeN

E, como tal afirmagao é “forte demais”, vamos provar por absurdo.

Por absurdo, suponha que ﬂ Ay ¢ 0. Entao, Ixg € ﬂ Ay tal que g € 0

AEN AEN
(o que é ébvio!).

Assim, sendo g um ntmero inteiro, defina o indice Ay = |zo| + 1 € N. E,

como g € ﬂ A , em particular tem-se que
AEN

o €Ay, ={T€Z : x> N},

mas entdo terfamos xg > |zo| + 1, o que é um absurdo! Portanto, ﬂ Ay C 0,

AeN
donde segue (1.3).

A seguir apresentamos algumas propriedades envolvendo familias de con-

juntos.

Proposicao 1.23 Sejam A um conjunto qualquer num universo E e (Bx)xea
uma familia de conjuntos indexada por A € A, também definida em E. Entdo,

valem as igualdades:

(a) AN (U B,\> = J(ANBy);

AEA AEA

(b) AU (ﬂ BA> = () (AUBy)

AEA AEA

@(U&fﬂﬂ;

AEA

w(ﬂ&YUﬂ

AEA
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Obs.: Note que as igualdades (a) e (b) sdo extensoes das distributividades da
intersecgdo e da unido, e as igualdades (c) e (d) s@o extensoes das leis de De

Morgan.

Demonstragdo. Faremos apenas as provas (a) e de (c), deixando as outras

duas a encargo do leitor.

(a)
Af01. AN (U BA> c [JAnBy):

A€EA AEA

Dado x € AN (U BA>, segue que x € Aex € U B). Logo, temos que
AEA AEA
r € Aex € By, para algum \ € A.

Portanto z € AN By C U AN By, e entdo vale a afirmagao 01.
AEA

Af 02. U(AHBA)CAH (U B,\>:

AEA AEA
Dado z € U(AOBA), segue que 3N € Atalquex € AN By eentdox € Ae
AEA
x € B), para algum A € A. Portanto, temos que z € A e x € U B, ou seja,
AEA
z € AN (Uyep Br), € entdo vale a afirmagio 02.

Pelas afirmacoes 01 e 02 segue a primeira igualdade de (a).

(c) Neste caso podemos provar as duas contengdes simultaneamente como segue:

C
:L'€<UB)\> ®z¢UB>\<i>:E¢B,\,V/\€A@

A€A AEA

sreBf Welore () B
AEA

Isto conclui a prova da proposigao.
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1.4 Funcoes

Definigao 1.24 Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Chama-se funcdo
f A — B aregra f que leva todos elementos de A a elementos de B de

maneira Unica.

Obs.: f: A — B élido como: “f é a fungdo de A em B.”

Usaremos os seguintes termos como sindénimos para nos referirmos a fungao:

funcao, aplicacdo ou transformacgao.

Definicao 1.25 Dada uma funcado f : A — B, chamamos A de dominio da
f, ou campo de ezisténcia, e chamamos B de contradominio da f. O conjunto
dos valores em B que recebem os elementos de A, mediante a transformacao

f, é chamado de imagem da f.

Notagoes:

D(f) = A: Dominio da f;
CD(f)=B: contradominio da f;
Im(f)=f(A): imagem da f.

Chamamos os elementos do dominio da f de varidveis independentes e os
elementos da imagem da f de varidveis dependentes. Isto porque cada imagem
depende de um dominio, i.e., y = f(x), ou seja, a varidvel y da imagem é funcao

de um elemento z do dominio.

Obs.: Chamamos a atencdo para ndo confundir os simbolos “f” e “f(x)”: o
primeiro denota a funcao f e o segundo denota a imagem do elemento x do

dominio mediante f.

Definigao 1.26 Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, X C Ae f: A— B
uma funcdo. Definimos a imagem direta de X por f, e denotamos por f(X), o
conjunto de todos y € B, tais que y = f(x), com z € X.

Mais precisamente,

f(X)={f(x) : z € X}.
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Abaixo, temos uma representagdo em diagramas para ilustrar geometrica-

mente a definicdo de imagem direta.

Na proposicao a seguir, encerramos as principais propriedades da imagem

direta de um conjunto por uma fungao.

Proposigao 1.27 Sejam f: A — B uma fung¢do, X, Y C A. Valem as pro-
priedades:

(a) F(XUY) = f(X)U f(Y).
(b) F(XNY) C f(X)NfY).
() X CY = f(X)C f(Y).
(d) f(0) =0.

Antes de provar a proposigdo acima, observe que a propriedade (b) néo
é uma igualdade, mas apenas uma contencao. Mostraremos através de um
exemplo que a contencao contraria pode ser falsa, nao valendo, portanto, uma
igualdade como em (a). Considere f : R — R dada por f(z) = 22 e sejam
os subconjuntos X e Y do dominio dados por: X = (—o00,0] e Y = [0, +00).
Como f(x) = 2% >0, Vz € R, segue que

f(X) =10, +00) = f(Y).

Assim, temos f(X) N f(Y) = [0,400), mas sendo X NY = {0}, obtemos
f(XNY) = {0}, ou seja,

FX)NfY) £ fF(XNY),
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portanto, nao vale, em geral, a contengao contraria.

Demonstragdo. Faremos apenas as provas de (a) e (d), e deixaremos as
demais para o leitor.

(a) Para provar (a), precisamos mostrar duas contengoes:

JXUY) € f(X)UF(Y) e ((X)UF(Y) C f(XUY).

AfOL. f(XUY)C f(X)Uf(Y):

De fato, dado y € f(X UY), segue da definicdo de imagem direta que Iz €
X UY tal que y = f(z). Entdo,z € X ouxz €Y.

Se z € X, temos f(x) € f(X) C f(X)U f(Y).

Por outro lado, se z € Y, temos f(x) € f(Y) C f(X)U f(Y).

Em qualquer dos casos, concluimos que y = f(x) € f(X)U f(Y), o que prova
a afirmagao 01.

Af02. F(X)UF(Y)C F(XUY):

De fato, dado y € f(X) U f(Y), segue que y € f(X) ouy € f(Y).

Sey € f(X), segue que Iz € X C X UY, tal que f(z) = y. Assim,

reXCXUY=y=f(x)e f(XUY).

Analogamente, por outro lado, se y € f(Y), segue que 3z € Y C X UY, tal
que f(z) =y. Assim,

zeX CXUY =y=f(z) e f(XUY).

Em qualquer dos casos, concluimos a afirmacao 02.

Por estas duas afirmacoes, provamos (a).

(d) Para mostrar a iguadade requerida, iremos provar as afirmagoes:

Af 01. O C f(0):

Imediato por propriedade, pois lembremos que o conjunto vazio é subconjunto
de qualquer conjunto.

Af02. f(0) C 0

Por absurdo, se f() ¢ @, entao, Jyg € f(0), tal que yo & 0. Como yo € f(D),
segue que dxg € 0, tal que f(xp) = yo. Mas zp € § é um absurdo, pois viola a
definigao de conjunto vazio. Portanto, vale a afirmacao 02.

Pelas afirmagoes 01 e 02, fica provado que f(@) = 0.
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O

Definigao 1.28 Sejam f: A — B uma fungao e Y C B. Definimos a imagem
inversa do conjunto Y pela f ou pré-imagem de Y por f como o conjunto de

todos os dominios de Y pela f. Em simbolos,
fFAY)={zcA: f(x) €Y}

O esquema a seguir serve para ilustrar a definicao dada.

Observe, porém, que pode ocorrer que o conjunto das imagens inversas seja
vazio, mesmo que Y C B nao seja. Temos a proposi¢ao seguinte que nos prova

esta afirmagao.

Proposigao 1.29 Sejam f: A — B eY C B. Temos que f~1(Y) =0 se, e
somente se, f(A)NY = 0.

Demonstragao. Suponhamos que f(A)NY = ). Mostraremos que f~1(y) =
(). Por absurdo, se f~1(Y) # ), entdo, Jzg € A tal que f(zg) € Y. Mas
f(zo) € f(A) (=Im(f)). Logo, concluimos que f(A)NY # @, o que contradiz
a hipétese. Absurdo. Logo, conclufmos que f~1(Y) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que f~1(Y) = (). Mostraremos que f(A)NY = 0.
Por absurdo, suponhamos que f(A) NY # (). Assim, temos que Jyy € B, tal
que yo € f(A) eyo € Y. Mas yg € Y implica que f=(yo) € f~ 1Y) e,
portanto, f~1(Y) # 0, mas isto contradiz a hipétese. Absurdo. Logo, vale a

reciproca e, com isto, concluimos a prova da proposicao.
O

Observe no exemplo a seguir uma aplicagao da proposicao acima.
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Exemplo. Seja f : (0,+00) — R dada por f(x) = z2. Notamos que a i-
magem f(A) = f((0,+00)) é dada por f(A) = (0,400). Portanto, para ter
F(A)NY = D basta tomar Y € B = R tal que f(A)NY =0,

Y = (—00,0). Teremos f~1(Y) = 0.

como, por exemplo,

A proposicao abaixo encerra as principais propriedades da imagem inversa.

Proposigao 1.30 Sejam f : A — B uma funcdo e Y,Z C B. Valem as

propriedades:
(@) fF{YUZ)=f1Y)UfH(2);

(b) fHYNZ)=fHY)NfHZ);

() F1v®) = (1))

Ycz=fYy)cf (2.
Demonstragdo. Faremos apenas as demonstragoes de (a) e (d). As demais

ficam como exercicio.

(a) Podemos provar as duas contengoes simultaneamente:
refMYUZ) e fa)eYUZ e f)eY e f2) e Z &
szcf ' YV)exzcf YD) execf ' YV)UF 2.

(d) Suponhamos que Y C Z. Mostraremos que f~1(Y) C f~1(Z). Por ab-
surdo, se f~H(Y) ¢ f~1(Z), entdo Jzo € f~H(Y) tal que zo & f~1(2).
Mas, entdo, g € f~ 1Y) = f(zg) € Y C Z, ie., f(xg) € Z, ou seja,
o € f~HZ). Mas, temos zg & f~1(Z). Absurdo! Logo, conclufmos que
YY) C f7Y(2), ou seja, vale (d).

(I
Definigao 1.31 Sejam f: A — Be g: B — C fungoes, onde o dominio da g

é igual ao contradominio da f. Definimos a fun¢do composta go f : A — C por

(9o f)(x) = g(f(x))-

Abaixo, temos um esquema em diagramas ilustrando a definicao acima.
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Note que a composigao g o f toma os valores de A e leva diretamente para
o conjunto C. A grosso modo, poderiamos dizer que a composicao de fungoes

é um “atalho”.

No esquema acima, temos

A-L B4 C,

reAd=y=f(z) e B=g(y) =g(f(x)) € C,
e, portanto,
x€A= (go f)(x)eC

Proposigao 1.32 A composicdo de fungoes é associativa.

Demonstragao. Sejam f: A - B, g: B - C e h : C — D fungdes.

Mostraremos que
ho(gof)=(hog)of.
De fato, Va € A, temos

(ho(go f))(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(z))) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(z)
0



26 Analise Real I

1.5 Funcgoes injetiva, sobrejetiva e bijetiva

Nesta secao, apresentaremos as nogoes de injetividade, sobrejetividade e bijeti-
vidade de fungoes. Estes conceitos serao amplamente usados quando estudar-

mos a cardinalidade de conjuntos no capitulo seguinte.
Definicao 1.33 Dizemos que uma fungao f: A — B é injetiva se
f@)=fly) = 2=y, o,y € A
Uma forma equivalente de definir injetividade é

Ve,y € Az #y = f(x) # f(y)

Em outras palavras, dizemos que uma funcado f : A — B é injetiva se

dominios diferentes assumirem imagens também diferentes.

Exemplo 01. A fungdo f : [0,+00) — R dada por f(z) = 22 é injetiva, pois
dados z,y € [0,4+00), digamos, 0 < z < y, teremos f(r) = 22 < y? = f(y), ou
seja, f(x) # f(y). Abaixo, temos um esbogo grafico dessa funcao, justificando

que f é injetiva.

Exemplo 02. A fungdo id : A — A dada por id(z) = z é injetiva. De fato,
Va,y € A, se id(x) = id(y), implica diretamente que = = y.

Essa fungao sera de extrema importancia para nés e chama-se funcao iden-

tidade. Note que a funcao identidade deixa o x “invariante”, ou seja, id(x) = x.
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Exemplo 03. A fungao f : R — R dada por f(r) = x? nao é injetiva.
Para verificar isto, basta tomar dominios simétricos. Assim, x # —zx, mas
f(=z) = (=2)? = 22 = f(z). Logo, ha dominios diferentes que possuem a
mesma imagem. Logo, f ndo é injetiva. Abaixo, temos um esboco grafico

dessa funcao.

Definigcao 1.34 Dizemos que uma funcao f : A — B é sobrejetiva se Vz € B,
Jz € A, tal que f(x) = z.

Outra maneira de dizer que f é sobrejetiva é dizer que Im(f) = f(A) = B.
Sobrejetividade, como o nome indica, significa que todo o conjunto B é imagem

do conjunto A mediante a fungao f: A — B.

Exemplo 01. A funcao identidade id : A — A, id(x) = x é sobrejetiva, pois
Vz € B, 3z € B = A, tal que id(z) = x. Basta tomar como x o préprio z dado.

Exemplo 02. A fungao f : [0,+00) — [1,+0c0) dada por f(z) = 22 +1 6
sobrejetiva, pois Vz € [1,+00), 3z € [0, +00), tal que f(x) = z. Basta tomar
r = +/z — 1, que tem sentido real, pois z > 1:

f@)=f(Wz—1)=Wz—1P +1=(z-1)+1=2

Outra maneira de verificar a sobrejetividade neste exemplo é observar que,
Vx € [0,400), temos

r>0=22>0=>2+1>1= f(z) > 1,

ou seja, Im(f) = [1, +00).
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Exemplo 03. A funcio f : [0,4+00) — R dada por f(z) = x? nao é sobre-
jetiva, pois Vo € [0, +00), temos que f(x) = 22 > 1. Portanto,

Im(f) = [0, +00) # R.

Definicao 1.35 Dizemos que uma funcao f : A — B é bijetiva se for injetiva

e sobrejetiva. Mais precisamente, f : A — B é bijetiva se Vz € B, 3!z € A, tal
que f(z) = z.

Exemplo. J4 vimos que a fungdo identidade id : A — A, id(x) = x é injetiva

e sobrejetiva e, portanto, bijetiva.
Proposigao 1.36 A composicio de funcgoes injetivas € também injetiva.

Demonstracgao. Sejam f: A — Be g: B — C fungdes injetivas. Precisamos
mostrar que a composta go f : A — C também é injetiva.

Dados z,y € A, segue que

(go =) = (g0 fly) = g(f(x)) = g(f(v))

Portanto, segue que g o f também é injetiva.

Proposigao 1.37 A composicao de funcdes sobrejetivas também € sobrejetiva.

Demonstracao. Sejam f: A — Be g: B — C fungbes sobrejetivas. Precisa-
mos mostrar que a composta go f : A — C também é sobrejetiva.
Dado z € C, como g é sobrejetiva, segue que Jy € B, tal que g(y) = z.

Da mesma forma, como f é também sobrejetiva, segue que 3z € A, tal que

f@)=y.
Assim, temos que Vz € C, obtemos x € A, tal que

z=g(y) = g(f(z)) = (go f)(x),

ou seja, a composta g o f é sobrejetiva. Isto prova a proposigao.
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Corolario 1.38 A composicao de funcdes bijetivas também € bijetiva.

Demonstragao. Imediato da definicao de funcao bijetiva e das duas pro-

posicoes anteriores.

O

Proposigao 1.39 Sejam f: A— B eg: B — C funcées. Se W C C, entao,
(go /)W) =g~ (W)

Demonstragao. Podemos provar as duas contengoes simultaneamente.

Assim, Vz € A, temos
ze fTHgT W) & flz) e g (W) & g(f(2) eW & (go f(x) eW &

sz e(gof)THW).

1.6 Restricao de uma funcao

Definicao 1.40 Sejam f : A — B uma funcdo e X C A. Definimos a restri¢dao
de f em X por
f\x : X = B.

Ou seja, a restricao de uma funcao f : A — B em um subconjunto X do
dominio A é uma nova fungao f|, em X com valores em B cuja regra que a
define é a mesma que define f, porém, restrita ao conjunto X.

2

Por exemplo, dada a func¢do f : R — R definida por f(z) , uma res-

trigdo de f , por exemplo, é f . :[0,+00) = R, fj, . (x) = 2>

Observe neste caso que f nao é injetiva, mas a f restrita em [0, 400), ou

seja, f|[0 ooy é injetiva.
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1.7 Inversa de uma funcao

1.7.1 Inversas a esquerda e a direita

Recorde do estudo de matrizes que uma matriz quadrada M possui uma matriz

inversa B se B satisfizer
M-B=B-M=1,,

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

De fato, o que se definiu acima é bem mais amplo do que parece: para dizer
que B é a matriz inversa de M, precisamos mostar que B é matriz inversa a
esquerda para M, i.e., B- M = I, e, também, precisamos mostrar que B é

matriz tnversa a direita para M, ie., M - B = 1I,.

Por exemplo, a matriz M = nao é inversivel, pois nao é qua-

= o
— =N

-1 2 1

0 1 1 L2 1 0
B-M— B 1o 1 ]|= = Iy,
-1 2 1 0 1
1 1

esta inversa a esquerda nao ¢é inversa a direita, pois

1 2 0 11 2 3 3
M-B=|o0o 1 |- - =1 -1 2 1 L.
<—1 2 1) 7L

11 1 -1 2

0 -1 1
drada, embora possua inversa a esquerda B = ( ) :

Analogamente, teremos estes conceitos para fungoes, onde matrizes serao
substituidas por fungoes e o produto de matrizes serd substituido por com-

posicao de funcoes.

Queremos, nesta secao, responder a seguinte questao: Dada f : A — B,

x — f(x) = y, quando é possivel encontar uma transformagéo g : B — A,



Conjuntos e fungoes 31

tal que g(y) = 7 Ou seja, dada a aplicagao f de A em B, quando é possivel
obter uma aplicagao g que leva “de volta” os valores de B em A? Se existir tal

funcao g, ela serd chamada de funcao inversa da f.
pelo exemplo matricial dado acima e os demais comentarios feitos, apresen-

tamos as defini¢oes e resultados que seguem.

Definigao 1.41 Sejam f: A — B e g: B — A funcoes. Dizemos que g é uma

inversa 4 esquerda para f se
gof=idsa:A— A, ie.,
G(f(@) =z, Vr € A

Exemplo. Seja A = [0,+00) e defina as fungdes f : A — R por f(z) = z% e
VY, se y=>0

0, se y <O

De fato, g é uma inversa a esquerda para f pois, Vo € A, temos

g:R— Apor g(y) =

(gof)(:c)=g(f(x))={ V=t =2 se 23>0

portanto,
go f=ida.
Observe que a inversa a esquerda nao é tnica. De fato, note que, Vg : R — A

tal que g(y) = \/y para y > 0 é uma inversa & esquerda para f. Por exemplo,

a funcao g : R — A dada por

1, se y <O
também é inversa & esquerda para f.(verifique!)

Definigcao 1.42 Dizemos que g : B — A é uma inversa a direita para f : A —
B se
fog=idp:B — B, ie.,

flg(y)) =y, Yy € B.
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A seguir, apresentamos dois teoremas importantes.

Teorema 1.43 Uma funcdo f : A — B possui inversa 4 esquerda se, € So-

mente se, f for injetiva.

Demonstragao. Suponhamos que f seja injetiva. Vamos mostrar que f pos-

sui uma inversa a esquerda.

Como, por hipétese, f é injetiva, segue que Yy € f(A4), Iz € A tal que
y = f(a)

Escreva z = g(y).
Isto define a funcao g : f(A) — A tal que g(f(x)) =z, Va € A.

Finalmente, definimos g : B — A por
r=g(y); Vy e f(A
g(y) = W W € 714
0; Vy € B— f(4)
Entao,

(go f)(z) =g(f(x)) = gly) ==, Vx € A,

logo, g ¢ inversa a esquerda para f, o que queriamos mostrar.

Reciprocamente, suponhamos que f possua uma inversa a esquerda g : B —
A. Vamos mostrar que f é injetiva.
Como por hipdtese dg : B — A tal que go f = ids : A — A, entdo, dados
T1,T9 € A,

f(x1) = f(x2) = g(f(21)) = 9(f(22)) = 71 = 22,

e portanto, f é injetiva. Isto conclui a prova do teorema.
O

Teorema 1.44 Uma funcdao f: A — B possui inversa a direita se, e somente

se, [ for sobrejetiva.
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Demonstragao. Suponhamos que f seja sobrejetiva. Vamos mostrar que f

possui uma inversa a direita.

Se f é sobrejetiva, entao Vy € B, o conjunto {f~!(y)}(o conjunto das ima-

gens inversas de y mediante f) é nao vazio.
Escolha, Yy, um « € A tal que f(z) = y e ponha ¢(y) = =.

Isto define a funcao g : B — A tal que

Entao, g é inversa a direita de f, o que prova a primeira parte.

Reciprocamente, suponhamos que f possua uma inversa a direita g : B —
A. Vamos mostrar que f é sobrejetiva.
Sedg: B — Acom fog =idg: B — B, entao, Yy € B, pondo = = ¢(y),
temos

f@) = f9(y) = vy,

ou seja, f é sobrejetiva.

Isto conclui a prova do teorema.

1.7.2 Funcao inversa

Nesta secao vamos apresentar o importante conceito de fungao inversa, bem

como algumas propriedades.

Definigao 1.45 Uma fungdo g : B — A é inversa de f : A — B quando

gof=idse fog=idp, i.e., quando g é inversa a esquerda e a direita para f.

Obs.: Confronte esta definicao com o conceito de matriz inversa dado no inicio

desta secao.
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Notacao: a inversa de f : A — B costuma ser notada por f~! : B — A;

_ 1

= f"Ny).
O teorema que enunciaremos a seguir nos da condigoes necessarias e sufici-

entes para decidir se uma fungao admite inversa.
Teorema 1.46 A funcdo f : A — B possui inversa se, e somente se, [ for
bijetiva.
Obs.: Quando uma funcdo f possui inversa f~!, dizemos que f é inversivel.
Demonstragao. Imediato pelos teoremas e defini¢bes anteriores.

O

Recorde que inversas a direita e a esquerda nao sao dnicas. Porém, felizmente,

o teorema a seguir garante unicidade da inversa:
Teorema 1.47 A inversa de f: A — B, se existir, € unica.

Demonstragao. Sejam g : B -+ Aeh : B — A inversas de f : A — B.
Vamos mostrar que g = h. Note que, usando a associatividade da composigao,

podemos escrever
h=hoidg =ho(fog)=(hof)og=idaog=y,

0 que conclui a prova do teorema.
O

Por fim, resumindo, temos o seguinte resultado principal: Seja f: A — B

bijetiva. Assim, por teorema 3! : B — A inversa de f, que é Unica, tal que
foft=idg:B—B e flof=idg:A— A

onde
(fof D) =FfF" )= flx) =y =idp(y) e
(frof)@) =1 (f(@) = (y) =z =ida().

Vejamos alguns exemplos de obtengao de inversas.
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Exemplo 1. Mostre que f : R — R dada por f(x) = 1 — 3z é inversivel e

obtenha a inversa f~!.

Solugado. De acordo com o teorema (1.46), f admite inversa se, e sé se, for

bijetiva. Assim, precisamos mostrar que f ¢é injetiva e sobrejetiva.

Afirmacgao 01. f ¢ injetiva:
De fato, Vz,y € R, temos

f@)=fly)=>1-3c=1-3y= 3c=-3y=>z=y.

Afirmacgao 02. f é sobrejetiva:

1_
De fato, Vz € R, 3z € R tal que f(z) = 2. Basta tomar x = z

3

1—=2

f(x):1—3< )zl—l—i-z:z.

Logo, f é bijetiva e pelo Teorema (1.46), 3 f~1 : R — R.
Obtencao de f~1:
De y =1—3x, como z = f~1(y) (pois I f~1), tiramos
_ _ 1—y
y=1-3f") =)= —5—

Portanto, a inversa f~! é dada por
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Exemplo 2. Encontre o conjunto B para que f : (—o0,1] — B dada por
f(x) =1 — /1 — z seja inversivel. Em seguida, obtenha a inversa f~1.

Solugao. Note que o dominio méximo da f é exatamente (—oo, 1].

Vamos obter a imagem da f. Note que
Vi<l —a>-1=1—-2>20=>v]1—-2>0=—V1I—-2<0=>

=1-V1-2<1= f(z) <1.
Logo, Im(f) = (—o0, 1].

Como para existir a inversa f~!, f deve ser sobrejetiva e injetiva; para ser

sobrejetiva temos que admitir
B =Tm(f) = (o0, 1.

Assim, temos que f : (—o0,1] = (—o0,1], f(z) =1 — /1 — x é sobrejetiva.

Resta verificar se f é injetiva.

Note que Vz,y € (—o0, 1],
F@) = f) = 1-VI—a=1- Iy = VI—a= -y =

=l-zs=1-y=z=y.

Portanto, f também é injetiva.
Logo, 3/~ : (—00,1] = (—o00,1], = = f~1(y).

Obtengao de f~!: Dado y = 1—+/1 — z, como precisamos obter x = f~1(y),

precisamos isolar a variavel x da expressao. Assim,
yzl—m:y—lz—m:l—y: l—z=
s>1-yil=l-z=01-y’-1=-2=>
=ao=1-(1-y)?*=f"(y.
Finalmente, obtemos a inversa de f:
[t (—o0,1] = (=00, 1]

Ty =1-01 -y



Capitulo 2

Numeros reais

Nosso objetivo neste capitulo é estudar o corpo dos numeros reais e suas pro-
piedades. Primeiramente, apresentaremos uma definigao geral sobre corpo, em

seguida o corpo dos niimeros racionais e, finalmente, o corpo dos ntimeros reais.

2.1 Definicao e propriedades

Definigao 2.1 Um corpo é um conjunto K munido de duas operacoes binarias,
chamadas adi¢cdo + : KxK = K, (a,b) — a+b € K e multiplicagdo - : KxK —

K, (a,b) — a-b € K, que satisfazem os dez axiomas a seguir:
Associatividade: Vz,y, z € K,
Al: (z+y)+z=z+(y+2),
Ml: (z-y)-z=xz-(y-2).

Comutatividade: Vz,y € K,
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Elemento Neutro:
A3: 30€K talque z+40=2x,Vzr € K. O elemento 0 chama-se zero.
M3: JdJ1eK talque 1#0e z-1=x,VrekK

O elemento 1 chama-se um.

Simétrico:

A4: Ve eK,3 —z €K tal que x + (—z) =0.
Inverso Multiplicativo:

M4: Ve#0,z€K,3z "t eK talque -z~ =1.

Distributividade: Vx,y, z € K tem-se
Dl: z-(y+2)=x-y+ax-z
D2: (y4y)-z=z-2+4+y-z
Observagoes.

e Um corpo K, munido com as operagoes + e -, geralmente é representado
por (K, +, ), mas sempre que niao houver confusdo, vamos simplesmente

escrever K e as operacoes ficam subentendidas.

e Note que das comutatividades seguem: 0 +z =z, —x +2 =0,z -1 =
l-z=2zVzc€Kequer-2 =271 2=1Vz #0,2 € K.

Proposigao 2.2 Os neutros aditvo e multiplicativo de um corpo sao unicos.

Demonstragao. De fato, mostremos que o neutro aditivo é unico: Sejam 0 e

0 neutros aditivos num corpo K. Assim,
0=0+60=090,

onde a primeira igualdade acima decorre do fato de 6 ser o neutro aditivo e
a segunda decorre do fato de que 0 é neutro aditivo. Ou seja, mostramos a

unicidade, i.e., 0 = 6.

Analogamente se mostra que o neutro multiplicativo 1 é unico.



Numeros reais 39

O

Defini¢ao 2.3 Vamos indicar a soma x + (—y) pela notagdo x — y e a esta
notacao da-se o nome de diferenca entre x e y. A operacao — : K x K — K,

(x,y) = x — y chama-se subtragdo.

Somando-se y a ambos os lados de uma igualdade do tipo z —y = z, obtém-
se = y+ z. Simili modo, se x = y+ z entao, somando-se —y a ambos os lados

obtém-se x —y = 2. Disso segue que x —y=z < =y + 2.

O simétrico é unico: se x+y = 0, entao, y = 0—x, ou seja, y = —x. Também
temos —(—x) = x. De fato, como (—z) + « = 0, somando-se —(—z) em ambos
os membros da igualdade vem —(—xz) + (—z) +z = —(—2) + 0 = —(—xz). Pela

associatividade podemos escrever
(=) + ()] + 2 = ~(~2) > 0+ 2 = —(~2) = ~(~2) = 2.
Temos também que vale a lei do corte: x +z=y+z2=x=y.

P €T oy —_
Dados z,y € K, com y # 0, escrevemos, também, =, ao invés de z -y~ .
Y

x
A operagao (z,y) — —, com y # 0 chama-se divisdo e o resultado chama-se
Y

quociente. Note que nio se divide por zero'.

x
Sey #0, temos — = z < x =y - z. Disso se deduz a lei do corte para a multi-
Y

plicagao.

Dos axiomas da distributividade segue que x -0 = 0,Vx € K. De fato, basta
observar que z -0+ -0=xz-(04+0) =z - 0.

INa “tentativa” de se dividir por zero, geramos vérios absurdos, como por exemplo: se
A = B, entao

(A-B)Y?=42-24AB+B?>=4A2_-2B>4+B2=42_-B2=(A-B)(A+B) =
= (A-B?=(A-B)(A+B) = A-B=A+B=>-B=B=-1=1.

O absurdo surgiu porque em %, ao simplificar toda a igualdade por A — B, fizemos uma

divisdo por zero, j4 que A = B eentao A — B=0.
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Por outro lado, se - y = 0, segue que ou z = 0 ou y = 0. Mostremos

1
este fato: suponhamos que x -y = 0. Se y # 0, segue que 3— # 0. Disso,
Y
1
multiplicando a igualdade x - y = 0 por — temos
Y

1 1 1
x-y-—zO-—zO:x(y-—):0:x-1:0:>x:0.
Yy Yy Yy

Analogamente, se x # 0, mostra-se que y = 0.

Vemos disso que em um corpo K, temos que = -y # 0 se, e somente se,
z,y # 0.

Note que se K nao for um corpo esta ultima propriedade nao vale. Por
exemplo, seja K = M 2(Q) o conjunto das matrizes 2x 2 com entradas racionais

e com as operagoes usuais de adicao de matrizes e multiplicagao de matrizes.

0 0
Note que o elemento neutro para a adigao é a matriz nula 0 = ( 0 ) eo

1 0
neutro para a multiplicacao é a matriz identidade 1 = I = < 01 ) .

Note também que, em geral A- B # B - A, i.e., o produto de matrizes nao
comuta. Além disso, sabe-se também que nem toda matriz A possui uma in-
versa A~1. Logo, o conjunto K = Ms 5(Q) nio é um corpo e, portanto, podem
existir (e de fato existem) elementos A, B # 0 tais que A- B = 0. Por exemplo,

para A e B dados por
1 0 0 0
A= e B =
0 0 2 4
0 0 .
temos que A- B=0= < 0 0 ) (verifique!).

Isto ocorre pois c.f. observado acima, vimos que K = Mg(2,2) ndo é um

corpo.

Mais propriedades sobre corpos estao contemplados na lista de exercicios

ao final deste capitulo.
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2.2 Exemplos e contra-exemplos de corpos

Vejamos nesta secao alguns exemplos e contra-exemplos de corpos.
Exemplo 01. Observamos nos comentérios anteriores que (Mz 2(Q), +, -) néo

é corpo, onde + é a adigao usual de matrizes e - é o produto usual de matrizes.

Exemplo 02. Os conjuntos N e Z, com as operagoes usuais de adicao e mul-

tiplicacao nao formam corpos.

No caso dos naturais N, por exemplo, dado n € N, segue que, exceto? 1, ne-
nhum outro elemento de N possui inverso multiplicativo, i.e., dadon € N, n >

1, An !t talquen -n~ !t =1.
Verifique o que falha no caso dos inteiros Z.

Exemplo 03. O conjunto QQ dos nimeros racionais, com as operagoes dadas

por
+:0xQ—Q,

m  an—+bm
+ _—

a,m
b n bn
QxQ—Q,

m am

bn’

a
b n
Fica como exercicio mostrar que (Q,+, ) é um corpo.

No caso do corpo dos nimeros racionais, observamos que todo nimero raci-
onal pode ser representado por uma fracao decimal finita ou infinita periddica.
Note que uma fragao finita pode ser representada como uma fragao infinita com

periodo 0 ou 9. Por exemplo:

2,73 = 2,7300000000000... = 2,729999999999999...

2Excluimos 1 € N pois este possui inverso em N, que é ele préprio: 1-1 = 1.
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Para entender a tultima igualdade acima, basta expandir o niimero como

poténcias de base dez, considerando a soma de uma progressao geométrica.

Sejamos mais precisos: considere niimero
a = aop, alag...anblbg...bgblbg...bgblbg...bg...,

que costuma ser representado por

a = ag,a102...a,b1ba...by,

onde a,ag, ..., an, b1, ...by € {0,1,2,...,9} sdo chamados de digitos.

Mostraremos que este nimero é racional. De fato, podemos expandi-lo da

seguinte forma:

1...Ap, bl...bg bl...bg bl...bg

a
a = ap +

10 10n+¢ 10n+2¢ 10n+3¢ t..=
aj...anp bl...bg
= 1+—4+—+—+...| =
R T R T Al I T T T
soma de uma P.G. infinita
aj...anp bl...bg 1
=ao + n + ntel T
10 1onte 1 — To7
ai...an bi...b
—ag =g Lt

10" 104(10" — 1)

pois é uma soma de nimeros racionais.
Ja o ntmero

b =0,1010010001000010000010000001...

nao é racional, pois repare que entre dois digitos nao nulos hd uma quantidade
de zeros que vai aumentando, nao sendo possivel, entao, representa-lo sob a
forma de uma fragao, pois tal representacao decimal nao é periédica. Outros

exemplos mais interessantes de nimeros que sao irracionais sdo as constantes
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matematicas m = 3,1415926535... e o nimero de Euler e = 2, 7182818284590....

Tais ntimeors nao racionais sao denominados de irracionais.

Exemplo 04. O conjunto Q(i) = {(a,b);a,b € Q} com as operagoes de adigao

e multiplicagao dadas respectivamente por:
+: Qi) x Qi) — Q(d),

(z,9) + (u,v) = (x +u,y +v),

-1 Qi) x Qi) — Q)
(:Ea y) : (ua U) = (ZC’LL —Yu, 2V + yu)
Afirmamos que Q(¢) é um corpo. Note que o elemento neutro para a adigao é
(0,0) pois sendo (a,b) o neutro aditivo, temos V(z,y) € Q(3):

(z,y) + (a,b) = (z,9) © (x+ a,y+b) = (z,y) ©a=b=0< (a,b) = (0,0).

Note também que o neutro multiplicativo é (1,0), o simétrico de (z,y) é

(—x,—y) e o inverso de (x,y) # (0,0) é (x,y)71 = (z2 i 2 2 i y2)

(exercicio).

Escrevendo 1 = (1,0) e ¢ = (0,1), notamos que Y(z,y) € Q(i), (z,y) =
2(1,0) + y(0,1) = z + yi, e disso identificamos a notagéo (z,y) com a notagao

T+ 1y.
Notamos ainda que, c.f. as defini¢cées dadas,
i?=4-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (~1,0) = —(1,0) = —1,

ou seja,

it =—1

Concluimos que o corpo (Q(i),+, ) é o corpo dos nimeros complexos com com-

ponentes racionais.
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2.3 Poténcia

Definigao 2.4 Se z € K\ {0} e n é natural, definimos a poténcia ™ por

n

=x-x-x-.. x
—_—
n fatores
xozl,
Y
n

Desta definicao segue a seguinte proposicao.

Proposic¢ao 2.5 Para quaisquer z,y € K\ {0}, onde K é um corpo, e para

quaisquer m,n € N, valem as igualdades:
(a) ™ - g™ = gmt";

(b) ()" = 2

(c) (z-y)"=am y"
Demonstragao. Todas estas igualdades sao provadas usando o principio da
indugéo matemadtica. Faremos apenas a demonstragao de (a) e as demais ficam
como exercicio. Fixemos m € N e vamos trabalhar com n € N. Note que

1 m+1

(i) paran =1 temos 2™ - ' = 2™ -z = ™*1. Logo, vale (i).

(ii) Suponhamos que a igualdade valha para n = k, i.e., que 2™ - ¥ = g™k,

Precisamos mostrar que 2™ - zF 1 = z+(k+1)  Note que
m | k+1 — M. ,CCk Sx = xm-{-k Lp = w(m-{-k)—i—l — xm+(k+1),
portanto, vale (ii).

Disso, segue que vale (a), Vn € N e para m € N fixado.

Analogamente se mostra quando fixarmos n e variarmos m.
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2.4 Corpos ordenados

Definicao 2.6 Dizemos que um corpo K é ordenado quando é possivel destacar
um subconjunto P C K, chamado de o conjunto dos positivos de K tal que

satisfaga as condigoes:
1. Ve,ye P,x+yePex-ycP;
2. VeeK,x€ Pou—-x € Poux=0.

Indicando por —P o conjunto dos elementos —x tais que x € P, temos que
K = P U (—P) U {0}, sendo estes trés conjuntos que compoe K dois a dois

disjuntos. Dizemos que —P é o conjunto dos elementos negativos de K.

Note que, em um corpo ordenado, se o # 0, entdo a? € P. De fato, se

a# 0, segue que a € Pou —a € P. Sea € P,entdioa®? =a-a € P, e se

—a € P, temos que P 3 (—a)(—a) =a-a = a®.

Por exemplo, o corpo Q é um corpo ordenado, no qual o conjunto P dos

elementos positivos é formado pelos racionais b com p,q € N.
q

2.5 Relagao de ordem

Definicao 2.7 Em um corpo ordenado K, dizemos que x é menor do que y e

escrevemos < y, quando y — x € P.

Em outras palavras, dizemos que = < y se existir b € P tal que x +b =y.
Da mesma forma se define x > y.

Se x > 0 entao x = = — 0 € P, ou seja, x é positivo. Da mesma forma, se

x < 0 temos que —x > 0, entao —x € P, i.e., x é negativo.

Proposigao 2.8 A relag¢io de ordem < goza das sequintes propriedades:
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O1: Transitividade: se x <y ey < z entao r < z.

02: Tricotomia: dados x,y € K, exatamente uma das trés afirmativas a sequir

ocorre: oux =1y, ou T <Y ou T > Y.
03: Monotonicidade da adi¢do: se x <y entao, Vz € K, x + 2z <y+ z.

O4: Monotonicidade da multiplicagao: se x < y entdo,Vz >0€ K, -z < y-z.
Sez<0entiox-z>y-z.

Demonstracao. Faremos apenas O1 e O3. As demais ficam como exercicio.

O1. Suponhamos que =z < y e y < z. Vamos mostrar que z < z. De z < y

segue que y —x € P e de y < z segue que z —y € P. Assim,
z-—y+@y—z)eP=>z2z—z€P=>1<z2,

ou seja, vale O1.

03. Como x < y, por hipdtese, entdao y — x € P. Assim, Vz € K|
Poy—z=yt+z-—z—z=(y+z)—(z+a),

ou seja,
(y+z2)—(z+2)eP=>r+2<y+2z VzeK

Corolario 2.9 Em um corpo ordenado K, = < y é equivalente a —y < —z.

Demonstracao. Este fato é verificado facilmente a partir de O4, tomando
z=-1<0.
d

Definicao 2.10 Dados z,y € K. Dizemos que z < yse z <y ouz =y.

Um corpo ordenado pela relacao < é parcialmente ordenado pois valem as

propriedades
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(i) x < z, Vo € K (reflexividade);
(i) r<yey<z=uz=yVVe,y € K (anti-simetria);
(i) x <y,y < z=z < z2Vr,y,z € K (transitividade).

Estas propriedades sao facilmente demonstradas e ficam como exercicio.

Convém observar, também, que para provar que z = y € preciso mostrar

que x <y equezx>y.

E, mais do que isso, como num corpo ordenado, dados quaisquer dois ele-
mentos z e y, vale que z < y ou y < z (devido & tricotomia de < juntamente
com a igualdade), ou seja, que dois elementos quaisquer z e y sdo sempre

compardvets, segue que um corpo ordenado é totalmente ordenado.

Definigao 2.11 Dizemos que um corpo ordenado K é arquimediano se, e so-

1
mente se, para todo x € K, z > 0, existir ng € N tal que 0 < — < z.
no

2.6 Intervalos

Em um corpo ordenado temos a importante nocao de intervalos. A definicao a

seguir encerra os tipos de intervalos que podemos ter em um corpo ordenado

K.

Defini¢ao 2.12 (Intervalos) Seja K um corpo ordenado e a,b € K tais que

a < b. Definimos os intervalos:

1. [a,b] :={z € K : a <z < b} (intervalo fechado).

Tal intervalo representa o conjunto de todos os elementos de K que estao
entre a e b, inclusive os extremos a e b. Geometricamente, representamos

o intervalo [a, b] por
Repare que os extremos a e b sao representados por bolas pintadas. Esta

simbologia serve para indicar que a e b também pertencem ao intervalo.
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2. (a,b) :=={x € K : a <z < b} (intervalo aberto)
Neste caso, tal intervalo representa o conjunto de todos os elementos de
K que estao entre a e b, menos os extremos a e b. Geometricamente,
representamos o intervalo (a,b) por
Repare que os extremos a e b sao representados por bolas “furadas”. Esta
simbologia serve para indicar que a e b nao pertencem ao intervalo, sao
apenas limitantes do mesmo.

3. [a,b) :={z €K : a <z < b} (intervalo misto)

4. (a,b] :=={z € K : a <2 < b} (intervalo misto)

5. (—o00,b] :={z € K : z <b} (intervalo ilimitado & esquerda)
Tal intervalo representa o conjunto de todos os elementos de K que sao
menores ou iguais a b, cuja representacao geométrica é dada por
O simbolo —oo, que se 1é “menos infinito”, nao é um nimero. Representa
apenas o significado: qualquer que seja = € K, existe y € K que é menor
que ele. O simbolo 400, que se 1é “mais infinito”, apresentado em seguida,
tem o mesmo sentido que —oo, porém, significando que: qualquer que seja
z € K, existe y € K que é maior que ele.

6. (—o0,b) :={x € K : x < b} (intervalo ilimitado & esquerda)

7. la,+00) :={x € K : & > a} (intervalo ilimitado & direita)

8. (a,400) :={x € K : z > a} (intervalo ilimitado & direita)

9. (—o0,+0) =K

Propositalmente nao representamos geometricamente alguns intervalos de-

finidos acima, pois sao conhecidos do Célculo. Deixamos como exercicio para

o leitor.

Note que um intervalo em um corpo ordenado ¢ infinito, i.e., possui infinitos

elementos. Vamos mostrar este fato. Primeiramente é facil ver que Vz, y € K,
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com x < Yy, segue que

De fato, basta notar que

r+T r—+vy y+y
T 2 2
. r—+vy
Assim, dados z,y € K, com x < y, tome zg = — Logo, temos x <

T+ xo
o < y. Da mesma forma, como =z < xzg, tome x; = .

Portanto,

r<rT <xo<Y.

Seguindo este raciocinio por Inducao Matemadtica, obtemos = < ... < x3 <
To < x1 < 9 < ¥y, ou seja, no intervalo de extremos x e y ha infinitos pontos
pertencentes a K (Obs.: Afirmamos aqui que cada elemento x;, i € N estd em

K. Justifique esta observacao).

2.7 Mobdulo ou valor absoluto

Definicao 2.13 Seja K um corpo ordenado e x € K. Chama-se mddulo ou

valor absoluto de x o maior dos valores x, —x, e indicamos
|z| = max{—=x,x}.

Considerando os elementos de K sobre uma reta, podemos dizer, geometri-
camente, que o médulo de z, |z|, representa a distdncia de x até a origem 0.
Note que Vo € K, —|z| <z < |z|. (Verifique!)

Uma outra maneira de se definir o médulo de um elemento x € K é

T, se x>0
|| =
-z, se x <0

Teorema 2.14 Sejam K um corpo ordenado e a,z € K, com a > 0. Sao

equivalentes as afirmagoes:

(i) —a<z<a;
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(i) —z<aex<a;
(iii) |z| < a.

Demonstragao. Note que podemos provar todas as afirmacGes simultanea-

mente:
—a<zr<ae -—a<zrez<as-zr<aexz<as|r|<a

Note que a ultima bicondicional foi devido ao fato de |z| ser o méximo dos

elementos = e —x. Isto Prova o teorema.

O
Corolario 2.15 Sejam K um corpo ordenado e a,b,z € K, com b > 0. Entao
[t —al|<bea—-b<z<a+b
Demonstragao. Basta usar o teorema acima. De fato,
[t —a|<bs —-b<z—a<h

Pela monotonicidade da adigao para <, somando a a toda a cadeta de desigual-
dades acima, obtemos
a—b<zxr<a+bd,

que conclui a prova do corolario.

O

Obs.: Significado geométrico de |x—a| < b. Geometricamente, definindo o
conjunto X = {z € K : |z — a| < b}, tal conjunto respresenta todos os pontos
z € K cuja distancia de a é menor ou igual a b, ou seja, trancando-se uma
reta que represente o corpo ordenado K, temos que X é um intervalo centrado

em a de raio b, uma vez que Vo € X, —b < x—a < b, e portantoa—b < x < a+b.

Teorema 2.16 Sejam z,a € K com a > 0 e K um corpo ordenado. Sao

equivalentes:

(i) [z] > a;
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(ii) ¢ < —a ou x > a.
Antes de provar este teorema, observe que este é justamente o “contrario”

do teorema (2.14).

Demonstragao. Considere o conjunto X = {z € K : |z| < a}. Note que este
conjunto é o conjunto de todos os elementos que satisfazem o Teorema 2.14,

considerando a desigualdade estrita.

Assim, os elementos que ndo obedecem ao Teorema 2.14 satisfazem x < —a

ou x > a e estarao, portanto, fora de X, ou seja, em Xt Repare ainda que
XC=(2eK:|z|¢a}={z €K : |z| >a} =

={reK:z<-a ou z>a}.

Ou seja, concluimos que |z| > a < = < —a ou z > a, 0 que prova o teorema.

O
O teorema seguinte encerra propriedades fundamentais sobre médulo.

Teorema 2.17 Seja K um corpo ordenado. Entao, para quaisquer x, vy, z € K,

valem as propriedades:
(i) |z +y| < |z|+ |y|; (conhecida como desigualdade triangular)
(@) |z -yl = |2[ - ly[;
(@it ) |z — 2| <[z —y[+ |y — 2[;
(i) |z —y| = [z = [yl

Demonstragao. Sejam z,y, z € K, onde K é ordenado.

(i ) Note que, de acordo com a definicdo de médulo, temos

o] <z <|al (2.1)

—lyl <y <yl (2.2)
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Somando (2.1) e (2.2), obtemos
(=] +y]) <z +y <[z +[y],
que é justamente, de acordo com o teorema (2.14),
[z +y| < [z] + Jyl.

Logo, vale (i ).

(7 ) Primeiramente, notemos que, Vz € K, 22 = |z|2. De fato, basta observar

que |x| = max{—=,z}, entdo |z|?> = (max{—z,r})? = 2%, pois (—z)? = 22,

Assim, temos

- y? = (z-y)* = 2y® = [y = (|2] - [y])*.
Logo, segue que |x-y| = +|x|-|y|. Como |x-y|, |z|, |y| sdo todos ndo negativos,
segue que

|z -yl =[] - [yl,

donde vale ( 4 ).
( iii ) Basta notar que —y +y = 0 e, assim

[z —z[=le—y+y—zl=|(z—y)+{y—2)|
Aplicando agora a propriedade (i) obtemos

lz—zl=[z-y)+ @y —2)| <|z—yl+|y— 2],
o que prova ( i ).
(v ) Vamos fazer o mesmo “truque sujo” feito acima:

o[ =z —y +y[ =[x —y) +y| < [z —y[+ [yl

Logo, subtraindo |y| nesta desigualdade obtemos

|z — |yl < |= -yl
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que conclui a prova de ( iv ).

Isto conclui a prova do teorema.
O

Proposigao 2.18 Seja K um corpo ordenado e a € K um elemento qualquer.

Entao, vale a igualdade

la| = Va2.

Demonstragao. Se a > 0 nao temos nada a fazer (é imediato). Se a < 0,
entdo, |a| = —a. Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos |a|?> =

(—a)? = a®. Estaremos entdo no primeiro caso (de a > 0). Passando a raiz

Va2 = /P = Jal.

Isto conclui a prova da Proposicao.

quadrada, obtemos
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2.8 Corpo dos nameros reais

Como motivagao para esta segao, consideremos um corpo ordenado K e o sub-
conjunto definido pelo intervalo (0,1]. Repare que este intervalo possui como
elemento maximo o valor 1, mas nao possui elemento minimo. Para sanar esta

dificuldade iremos definir o infimo e o supremo de um conjunto.

Seja X um subconjunto de um corpo ordenado K. Temos as seguintes

definigoes:

Definicao 2.19 Dizemos que X é limitado superiormente se existir b € K tal
que z < b, VY € X. Ou seja, temos que X C (—o0,b] e neste caso, dizemos que

b é uma cota superior para o conjunto X.

Repare que se X tem uma cota superior b, entao ele tem infinitas cotas
superiores:  <b<b+1<b+2< ...

Definicao 2.20 Dizemos que X é limitado inferiormente se existir a € K tal
que z > a, Vx € X. Ou seja, temos que X C [a,+00) e neste caso, dizemos

que a é uma cota inferior para o conjunto X.

Repare também que se X tem uma cota inferior a, entao ele tem infinitas

cotas inferiores: t >a>a—-1>a—2> ...

Definigao 2.21 Um subconjunto X de um corpo ordenado chama-se limitado
se for limitado superiormente e inferiormente, i.e., se Ja,b € K tais que X C
[a,b].

Exemplo. Consideremos no corpo ordenado Q dos nimeros racionais o con-
junto N dos naturais. Note que N C [0, +00), portanto, N é limitado inferior-
mente em Q e temos que 0 é uma cota inferior para N. Mas N nao ¢é limitado
superiormente em Q, pois para qualquer g € Q, temos

gg@g|p|<|p|+1eN,

lq

ou seja, temos que vP €Q, 3lp| +1 € N tal que |p|+1> P Em palavras:
q q

para qualquer nimero racional, sempre encontramos um nimero natural que é



Numeros reais 55

maior que o racional escolhido.

No que segue, apresentaremos as definicoes de infimo e supremo de um

conjunto.

Definigao 2.22 Seja K um corpo ordenado e X C K um conjunto limitado
superiormente. Dizemos que M € K é supremo para o conjunto X quando ele
for a menor das cotas superiores. Mais precisamente, M € K é supremo para

X se satisfizer os axiomas:
1. Vz € X, temos x < M; (i.e., M é uma cota superior para X)

2. Ve >0,3zp € X tal que M —e <xzg < M. (i.e., M é a menor das cotas

superiores para X ).
Notacao para o supremo: M = sup X.

Definicao 2.23 Seja K um corpo ordenado e X C K um conjunto limitado
inferiormente. Dizemos que m € K é infimo para o conjunto X quando ele for
a maior das cotas inferiores. Mais precisamente, m € K é infimo para X se

satisfizer os axiomas:
1. Vz € X, temos © > m; (i.e., m é uma cota inferior para X)

2. Ve > 0,3zp € X tal que m < zp < m +e¢e. (i.e.,, m é a maior das cotas

inferiores para X).
Notagao para o infimo: m = inf X.

Observemos das definigoes acima um fato: se X = (), entao qualquer b € K
serve como cota superior para X. Como num corpo ordenado nao existe um
menor elemento, concluimos que o conjunto vazio nao possui supremo em K.

Analogamente quanto ao infimo.

Exemplo 1. Seja K um corpo ordenado e tomemos o intervalo X = (a,b) C K.
Afirmagao 01. inf X = a:

De fato, observemos que:



56 Analise Real I

(1) a é cota inferior para X = (a,b):

Isto é imediato, pois, pela defini¢ao de (a,b) = X segue que Vx € X, x > a.

(2) a é a maior cota inferior para X:
Dado ¢ > 0 tal que a + ¢ € X.

Entao a+¢ nao é cota inferior para X, pois se fosse, teriamos, Vr € X, z > a+e.
(a+e)+z

Mas, como z,a + ¢ € X, tomando xg = >

€ X, segue que a+¢ <
ro < x, com zg € X.

Mas isto contradiz o fato de a + ¢ ser cota inferior.

Logo, a + & ndo pode ser cota inferior para X, Ve > 0, ou seja, vale (2).

Com isto provamos a afirmacao 01.

Afirmacgao 02. sup X = b:

A demonstracao desta afirmagao é andloga a anterior. Fica como exercicio.
O

5n2 —5

E lo 2. Consid junto X = { ———
xemplo onsidere o conjunto { 213

n € N}. Vamos determi-

nar o infimo e o supremo de X.

Primeiramente, denotando os elementos de X por z,, n € N, observamos

que x1 =0, xg9 = %, ete. (é o que chamaremos de uma sequéncia numérica)

Afirmamos que x,, < z,11, para todo n. De fato, avaliando a diferenga

Tp41 — T, Vamos obter

5(n+1)°=5 5n® =5 _ 25(2n 4 1)
2n+1)24+3  2n2+3  (2(n+1)2+3)(2n2 + 3)

Tpt+1 — Tp = >0, Vn,

Logo, 1 = 0 é o menor elemento do conjunto X, ou seja, o conjunto X possui

um minimo, donde segue que inf X = z; = 0.

Como X nao tem maximo, pois x,+1 > T, para cada n € N, precisamos

determinar o seu supremo.

Afirmamos que sup X = g De fato, temos que:
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(i) Vz € X,
5n2 —5 5n2 5n2 5
= < <—==—:=M
T3 T mEr3 T 2 2 ’

ou seja, M = g é uma cota superior para o conjunto X.

(ii) Dado € > 0, afirmamos que Jzo € X tal que

) < <5
— —¢ T —
2 0_25

5ng—5 .
onde g = 22§+3, para um certo ng € N (ou seja, que qualquer outra

candidata a cota superior menos do que M = % nao serve).

De fato, se por absurdo tivermos que

)
VZ'EX,$S§*€,

entao £2 s
n° — .
72n2+3§§_5’ Vn € N, i.e.,
5n2 -5 5
- — <0,V N
omzy3 g re=tvnel

donde segue
_ 2 _

25+ (4n* — 6)e <0,

2(2n% +3) -

ou seja, temos um quociente que é nao positivo, o que ocorre se, e somente

se, o numerador for ndo positivo (pois o denominador é sempre positivo).
Assim,
3

25
—25 4 (4n? —6)e<0eni< S C
+ (4n Je < n_4€+2,

ou seja, se, e somente se,

/25 3
< - —
n < 4€+2,Vn€N,

um absurdo, pois “concluimos” que o conjunto N dos naturais seria limi-

tado superiormente!

Logo, vale (ii)

Por (i) e (ii) segue que sup X = 3.
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A Insuficiéncia do conjunto dos racionais

Um fato curioso que apenas mencionaremos aqui a respeito do conjunto dos
racionais é o seguinte: existem conjuntos limitados superiormente que

nao possuem supremo. Por exemplo, o conjunto dado por

X={zcQ:2<0ou (z>0e 2?<2)}

¢ limitado superiormente mas ndo possui supremo®. O fato acima mencio-

nado se da por forga da inexisténcia de raizes quadradas racionais de certos
ndimeros racionais. SO para ilustrar esta tltima observacao, temos por exemplo

a afirmagao que segue.

Afirmacado: Nao existe nimero racional tal que seu quadrado seja 2. (em
outras palavras: /2 nio é racional).

Provemos esta afirmacdo. Por absurdo, suponhamos que v/2 seja racional.
Assim, dp € Z, q € N tais que

_P
V2 = 7 (2.3)

com mdc(p, g)=1 (isto para dizer que P estd na forma irredutivel, ou seja,

simplificada ao méximo, nao havendo fatores primos em comum).
Elevando (2.3) ao quadrado, obtemos

2

Logo, concluimos que p? é par e, portanto, segue que p também é par (verifique!),
ou seja, p = 2m, m € Z. Com isso, obtemos

2m)?

em?

2:
q2

ou seja, ¢ também é par, donde segue que ¢ é par, i.e., ¢ = 2n, n € N.
Logo, obtemos

Ja—b_2m
g 2n’

mas isto é um absurdo, pois mdc(p, ¢)=1.

Logo, v/2 néo é racional.

3Para mais detalhes veja o o livro do Elon, por exemplo.
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Vejamos um exemplo mais interessante:
Afirmacgao. O conjunto A = {z € Q : 22 > 2, z > 0} nio possui infimo em Q!
De fato, defina o conjunto auxiliar

B={recQ:z*<2, >0}

Como ja mostramos na afirmagao anterior, temos que nao existe r € Q tal que

r2 = 2. Logo, dado 7 € QT, segue que r € A ou r € B.

Temos, pois, dois fatos a verificar:

Fato 1. se x € A, entao existe y € A tal que y < x.
Fato 2. se x € B, entao existe y € B tal que = < y.

Faremos a prova do Fato 1, visto que o outro é analogo. Assim, como z € A,

2
escreva T = %, com p,q € N. Entao (%) > 2, ou seja, p? —2¢% > 0.

np—1

Tome y = ,comn € N.

Afirmamos que para n suficientemente grande teremos y € A. De fato,

—1\?2
yEA@(np > >2a (p*—2¢%m* —2pm+1>0&

ng
b, PHav? P
p2 _ 2(]2 p2 _ 2q2'
Ou seja, basta tomar n > pzf;qu para que y = ”i;l €A
Assim, y € A é tal que
np—1 mnp 1 np _p

nq ng ng ng ¢
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ou seja, y < x, e entao vale o Fato 1.
Agora, suponha por absurdo que exista zy = inf A.

Entéo, g < z, Vo € A. Pelo Fato 1 segue que xg ¢ A. Entdo xg € B, e
pelo Fato 2, existird z € B tal que 22 < 2 e entdo z é uma cota inferior para

A, um absurdo!
Portanto, nao existe inf A, embora A seja limitado inferiormente!

Percebemos, entao, que no corpo dos racionais existem “buracos”, ou seja,
existem conjuntos que, mesmo sendo limitados inferiormente, nao possuem
infimo e, também, existem conjuntos que sao limitados superiormente mas nao

possuem supremol!

Queremos, porém, chegar a um corpo ordenado em que nao haja essa pro-
blemaética de insuficiéncia, como ocorre nos racionais. De fato, tal corpo sera o
corpo dos Reais. Como ja foi mencionado, iremos apenas enunciar um axioma,
pois foge de nossos propdsitos construir este corpo. A titulo de curiosidade, ha
duas formas classicas para construir o corpo dos reais a partir dos racionais:
uma delas é através da nogao de cortes e outra maneira é através de sequéncias

de Cauchy.

Antes de continuar, porém, facamos uma outra representacao para v/2:

1 1 1
V2=1+V2-1=14—F—=1+ =1+ =
1 1++v2 R
V2-1 1++2
=1 ! =1 L =1 L
- +2+ L +2+ ! - +2+ !
g, 1 2+ ...
1++2

A esta representacao dé-se o nome de fracdo continua. Notemos que, como

vimos acima, v/2 nao é racional e, portanto, a soma dada acima deve ser infi-
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nita, pois se fosse finita, v/2 seria racional.

Tomando as seguintes aproximagoes da fragao acima, por truncamento, te-

1 1+1 5 1,5 1+ ! 1+2 ! 1,4
mos ri = 7[1]: _- = = = ’;[L': _— = - = = = ,;
! ? 2 2 ’ 241 5 5
17
= .. = — = 1,41666...; etc.
Ty o ,41666...; etc

Ou seja, estamos aproximando o niimero /2 por uma sequéncia de racionais.

A seguir apresentamos a defini¢do de corpo ordenado completo.

Definicao 2.24 Dizemos que um corpo ordenado K é completo quando todo

subconjunto ndo vazio X, limitado superiormente possuir um supremo?.

Note que, da definicao acima, o corpo dos racionais nao é completo por

forca da insuficiéncia. Finalmente, enunciaremos o axioma fundamental.

Axioma: Existe um corpo ordenado e completo, chamado corpo dos niumeros

reais, denotado por R.

Assim, todas as propriedades estudadas em corpos ordenados valerao para

o corpo ordenado dos reais.
Vejamos um exemplo de aplicacao.

Exemplo. Sejam A, B C R subconjunto nao vazios e limitados superiormente.

Defina o conjunto
A+B={a+b:a€Aebe B}
Mostre que A + B é nao vazio, limitado superiormente e que

sup(A 4+ B) = sup A + sup B.

4Uma outra maneira de dizer que um corpo ordenado K é completo é quando toda
sequéncia de Cauchy em K for convergente em K, mas isto serd estudado com cuidado mais

adiante. Mesmo assim, continuando esta observagdo, note que Q nado é completo pois a

sequéncia (z) definida recursivamente por 1 = 1, xp41 =1+ T é de Cauchy em Q,
Tn

porém ela converge para v/2 € Q. Disso segue que realmente Q nio é completo.
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Solugao. Como A, B # (), existem ag € A e bg € B. Entao, pela definicao do
conjunto A + B segue que A + B # (), pois ag + by € A+ B.

Além disso, como A e B sao limitados superiormente e como R é completo,
segue que existem M =supA e N =supB. Assim, Vx € A, x < M e Vy € B,
y < N, e disso segue que

z+y<M+N, onde z+y € A+ B. (2.4)
Ou seja, mostramos que A + B também é limitado superiormente, e como
A+ B C R e R é completo, segue que existe sup(A + B).

Resta mostrar que sup(A + B) = sup A + sup B.

De (2.4), temos que x +y < M + N, Vax +y € A+ B, ou seja,
M+ N =supA+supP

é cota superior para o conjunto A + B, e como sup(A + B) serd a menor das

cotas superiores, segue que
sup(A+B) < M + N =sup A + sup B. (2.5)

Resta mostrar a contengao contraria. Dado € > 0, temos que

Jr, € A tal que x1 > M — %, (2.6)
onde M =sup A, e
Jy; € B tal que y; > N — %, (2.7)

onde N =sup B.

Assim, somando (2.6) e (2.7), obtemos

xl—i—yl>M—%+N+%:M+N+5,V5>O,

ie.,

x14+y1>(M+ N)+e,Ve>0.
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Como sup(A4 + B) > x1 + y1, segue que
sup(A+ B) > (M + N) —g,Ve > 0,
ou seja, obtemos
sup(A+B) > M + N =sup A +sup B. (2.8)

De (2.5) e (2.8) segue a igualdade desejada.

2.9 Densidade

Definigcao 2.25 Dizemos que um subconjunto X de R é denso em R quando,

para todos a,b € R, com a < b, existir x € X tal que a < x < b.

Teorema 2.26 Sejam z,y € R com = < y. FEntao, existe r € Q tal que
x<r <y (ou seja, Q é denso em R).

Demonstragao. Sem perda de generalidade, assuma que x > 0. Entao, temos

y—a>0.

Como R é arquimediano®, segue que Ing € N tal que 0 < n% <y—x,0u
seja,

1 < ngy — nox.

Entao

nox + 1 < ngy. (2.9)

Como ngzx > 0, segue que Im € N tal que
m—1<nox < m. (2.10)
Somando 1 e usando (2.9), vem

m < nor+ 1 < ngy = m < ngy,

5Veja no livro do Elon.
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ou seja,

y > nﬂo (2.11)

Ainda, de (2.10), temos noz < m, donde vem:

m
—. 2.12
< 0 ( )

De (2.11) e (2.12) segue que, tomando r = nﬂo eQ x<r<y.
O

Denotando por I o conjunto dos niimeros irracionais, temos o seguinte re-

sultado:

Corolario 2.27 Sejam x,y € R tais que x < y. Entado, existe z € 1 tal que

x <z <y (ou seja, o conjunto I dos irracionais € denso em R).

Demonstragao. Como = < y sao reais, considere os nimeros reais: = e %

V2
Como z < y, segue que \% < % Pelo Teorema da densidade dos racionais

em reais acima, segue que Jr € Q tal que

<r<

Y
\/57

Sls

e entao
r<rV2<y,

onde z :=ry/2 € I, como querfamos mostrar.



Capitulo 3

Cardinalidade e

enumerabilidade

3.1 Conjuntos equivalentes

Definicao 3.1 Dizemos que dois conjuntos A e B s&o equivalentes ou possuem

a mesma poténcia, e escrevemos A ~ B, se existir f: A — B bijetora.

Apresentamos a seguir alguns exemplos de conjuntos equivalentes.

Exemplos.
(a) O conjunto dos nimeros pares P = {0,2,4,6,8,...} é equivalente ao con-
junto dos ndmeros naturais N = {0, 1,2, 3,4, ...}, pois basta definir f : N — P

por f(z) = 2z, que obviamente é uma bijegao.

(b) N ~ Z. De fato, basta definir f : N — Z, pondo

—ktl g k 6 fmpar,

fk) = ?

N|

se k é par

uma bijegao.
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(c) (0,1) ~ R. De fato, note que g : (=%, %) — R dada por g(z) = tanx ¢ bije-

toraeque f:(0,1) = (=%, %) dada por f(x) = mx— 7 é bijetora, e como vimos
no Corolario 1.38, sendo a composicao de fungoes bijetoras também bijetora,

concluimos que go f : (0,1) — R é uma bijegao, donde segue que (0,1) ~ R.

Um resultado basico sobre conjuntos equivalentes é a proposicao abaixo.

Proposicao 3.2 A equivaléncia (i.e., poténcia) entre conjuntos € reflexiva,

simétrica e transitiva, ou seja, valem as propriedades:
(a) A~ A;
(b)) A~ B & B~ A;

(c) se A~ B e B~ C, entio, A~ C.

Demonstragdo. A prova de (a) é trivial, basta considerar a aplicagao identi-
dade id: A — A, id(z) = xz, que é bijetora. Logo, A ~ A.

Provemos (b). Se A ~ B, entéo, existe f : A — B bijetora. Sendo bijetora, ela
é inversivel, ou seja, existe f~1 : B — A bijecao, donde segue que B ~ A. A
reciproca é andloga.

Por fim, provemos (¢). Suponha que A ~ B e B ~ C. Logo, existem f : A — B
e g : B — C bijecoes. Como a composicao de fungoes bijetoras é bijetora, temos

que go f: A — C também é bijetora, donde segue que A ~ C.
O

3.2 Cardinalidade

Definicao 3.3 Um conjunto infinito é todo aquele que é equivalente a um
subconjunto préprio! de si mesmo. Caso contrario, é chamado de conjunto
finito.

Por exemplo, R é um conjunto infinito, pois, por exemplo, (0,1) C R,

(0,1) £ 0, (0,1) #R e (0,1) ~ R.

IDizemos que um subconjunto S de X é préprio em X se S C X com S # X e S # 0.
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Da mesma forma, temos que N é um conjunto infinito, pois P C Ne N ~ P,
onde P = {0,2,4,6,8,...} denota o conjunto de todos os niimeros pares nao

negativos.

Dado um conjunto finito A = {a1,as, ...,a,} com n elementos, temos que
qualquer outro conjunto finito B = {by,ba, ..., b, }, também com n elementos,
serd equivalente ao conjunto A, pois basta considerar a correspondéncia bijetora
f: A — B dada por

f(al) = bl? f(a2) = an 7f(an) = bn

Definicao 3.4 Dizemos que dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade
ou o mesmo numero cardinal, e escrevemos card A = card B, se, e somente se,

eles tiverem a mesma poténcia (i.e., se forem equivalentes).
Dessa forma, como vimos na segao anterior, temos que card N = card Z e

que card R = card (0,1).

As notagoes para indicar o nimero cardinal de um dado conjunto X podem
ser: card X, |X| ou X. Usaremos neste livro a primeira notagao, que foi dada

na definigao.

Quando o conjunto X for finito, a cardinalidade de X corresponderd ao
nimero de elementos de X. Assim, por exemplo,

e card() = 0;

e card {0} = 1;

e card {0, {0}} = 2;

o card {0, {0},{0,{0}}} = 3;

° .-

Cantor denotou o cardinal do conjunto N dos ntimeros naturais por Ry, ou
seja,
card N = Ng.
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Rg é o primeiro nimero cardinal infinito. O simbolo N (lé-se aleph) ¢é a

primeira letra do alfabeto hebraico.

Pelo definido acima e as observagoes anteriores, temos, por exemplo, que
cardN = Ry e cardZ = Ny. Ou seja, os conjuntos N e Z estao numa mesma

classe, na classe do cardinal Ng.

Os numeros cardinais de conjuntos infinitos sao chamados nimeros transfi-

nitos ou numeros cardinais infinitos.

Outra definicao importante que temos é a seguinte:

Definigao 3.5 Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que a cardinalidade de A
é menor ou igual & cardinalidade de B, e escrevemos card A < card B, se existir
um subconjunto S C B, tal que A ~ S, ou seja, se existir f : A — B injetora
(e dai, f:A—> f(A) := S bijetora). Também dizemos que a cardinalidade
de A é maior ou igual a cardinalidade de B, e escrevemos card A > card B, se

existir uma fungao sobrejetora g : A — B.

A seguir, apresentamos o enunciado de um Lema técnico que serd impor-

tante para a prova do proximo teorema.

Lema 3.6 Sejam Ay, A e B conjuntos, tais que A7 C B C A. Se card A; =
card A, entdo, card B = card A.

Demonstragao. (Inspirado de [?], pagina 159). Como card A; = card A4,
segue que existe f : A — A; bijetora e dai, A ~ A;.

Como B C A, temos que existe f|p : B — A; injetora e, portanto, f|g : B —
f(B) := By é bijetora, ou seja, B ~ By, com By C A;. Assim, obtemos

By C Ay Cc BCA.

Note que By C A C B com B ~ Bj. Assim, como A; C B, temos que existe
g : A1 — B injetora e, portanto, g : A1 — f(A41) := Az é bijetora (note que
Ay C B~ Bl), dai, A~ Az e

Ay C By C Ay Cc BCA.
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Continuando, existem conjuntos equivalentes
ANAlNAQN... (§ BNBlNBQN...,

tais que

.CB3CA3CBy,CAyCBiCAiCcBCA

e f:Ar — Aki1 e g: By — Bgy1 bijetoras. Seja
Z=ANBNANBINANByN ..,

entao,

A=(A\B)U(B\A)U(MA\B1)U..UZ
B=(B\A)UA\B)U(B1\4)U..UZ

Portanto,

A\BNAl\BlNAQ\BQN

De fato, a fungéo f: Ax \ By — Agt1 \ Br41 € bijetora.
Considere a func¢ao g : A — B definida por

f(x) sexe€Ay\ By ouxzeA\B
T se x € B\ Ay ou x € Z

Entao, g é bijetora, e portanto, B ~ A, ou seja, card B = card A.

O

Teorema 3.7 (Cantor-Bernstein) Sejam X e Y conjuntos, tais que card X <
cardY ecardY < card X. Entdo, card X = cardY.
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Demonstragao. Como card X < cardY, segue que existe f : X — Y injetora.

Do mesmo modo, como cardY < card X, segue que existe g : Y — X inje-

tora.
Logo, temos que a composicao go f : X — X também é injetora.

Note que
(9o f)X)=g(f(X)) Sg(Y)<C X (3.1)

Sendo go f : X — X injetora, temos que g o f : X — g(f(X)) é bijetora, e daf
temos que X e g(f(X)) sdo equivalentes, logo

card X = card (g(f(X))). (3.2)

Do mesmo modo, sendo g : Y — X injetora, temos que § : Y — ¢g(Y) é

bijetora e dai, temos que Y ~ ¢g(Y), ou seja,
cardY = card (g(Y)). (3.3)
Observando (3.1) e (3.2), segue do lema 3.6 que
card (¢(Y)) = card X,

e como vale também (3.3), concluimos que cardY = card X.
O

O Teorema de Cantor-Bernstein acima pode parecer, no seu enunciado,
bastante trivial, mas podemos observa-lo de uma forma mais interessante:
como card X < cardY nos diz que existe uma f : X — Y injetiva e que
cardY < card X nos diz que existe uma g : Y — X injetiva, o Teorema acima

pode ser reformulado como:

Teorema 3.7°. Se existirem f: X =Y eg:Y — X injetoras, entdo, eriste

uma bijecao h : X — Y.

Proposigao 3.8 Se X € um conjunto infinito, entdo, card X > n, Vn € N.
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Demonstragao. Faremos a prova por inducgao sobre n.
(i) card X > 1. De fato, como X §é infinito, escolha qualquer € X e dali,
temos que 1 — z define uma injecao de {1} em X, ou seja, 3f : {1} - X
injetora, portanto,

card X > card {1} =1,

ou seja, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que a afirmacao seja verdadeira para um certo n = k fixado, ou

seja, que card X > k. Precisamos mostrar que card X > k + 1.
Como card X > k, segue que existe uma funcao f : {1,...,k} — X injetora.
Como X é infinito, segue que 3z € X \ Im f.

Defina g : {1,....,k,k+ 1} — X por

fla) se a€{l,2,...k}
T se a=k+1

g(x) =
Assim, g é obviamente injetora de {1, ..., k,k+1} em X. Logo, card X > k+1.

Portanto, card X > n, Vn € N. O

3.3 Conjuntos enumeraveis e nao enumeraveis

Os conjuntos infinitos podem ser classificados em enumerdveis e nao enumerd-

veis, c.f. a definicao abaixo.

Definicao 3.9 Dizemos que um conjunto A é enumerdvel ou contdvel, se é
finito ou se existir f : A — N bijecao, ou seja, se A for equivalente ao conjunto

N dos nimeros naturais. Caso contrario, A chama-se ndo enumerdvel.

Como a definigado acima nos diz, um caso de um conjunto ser enumeravel é

quando ele for finito. Esse caso é simples e nao nos preocuparemos aqui. O caso
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interessante é quando o conjunto em questao é infinito. Nesse caso, devemos

obter uma bijecao deste com o conjunto N dos niimeros naturais.

Em outras palavras, um conjunto infinito é dito ser enumerével se todos
os seus elementos podem ser listados, tais como os elementos do conjunto dos
naturais o sdo: N ={1,2,3,...}. Ou ainda, um conjunto X serd enumerdvel se

ele estiver na classe do niimero cardinal N, i.e., se card X = Ng.

Exemplos. Pelos exemplos (a) e (b) analisados na segao anterior, temos
que Z e P = {0,2,4,6,...} sdo enumerdveis. Analogamente, o conjunto dos
impares positivos também é enumeravel. Obviamente, o préprio conjunto N dos
ndmeros naturais é enumeravel, visto que a aplicacao identidade id : N — N,

dada por id(n) = n, é uma bijecao.

Proposigao 3.10 Se A e B forem conjuntos enumerdveis, entdo, AU B serd

enumerdvel.

Demonstracao. Sendo A e B enumerdveis, segue que existem f: A — N e

g : B — N bijetoras.

Defina h: AU B — N por

2f(x) se T €A,

h(z) =
2g(z)+1 se z€ B\ A.

Observe que h(A) N h(B\ A) = (), pois, por construgao, temos que os
elementos de h(A) sdo nimeros pares e os elementos de h(B\ A) sdo ndmeros
impares. Note também que h é bijetora, donde segue que AU B é enumeravel.

[l

Podemos estender o resultado acima para um numero finito de conjuntos,

c.f. o resultado abaixo.

Corolario 3.11 A uniao finita de conjuntos enumerdveis € enumerduvel.
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Demonstragao. Sejam Ajp, As, ..., Ap enumerdveis, onde k é finito. Assim,

podemos listar todos os elementos de todos esses k conjuntos:
Ay ={a11,a12,a13, ...}

Ay = {az1, a2, a3, ...}

Az = {(13171132,(1337---}

A = {ag1, a2, as, ...}

Em seguida, montamos o conjunto unido A = U§:1Aj da seguinte forma:
como cada coluna do esquema acima é finita com k elementos, listamos pri-
meiramente todos os primeiros termos a;1, ¢ = 1,2, ..., k, em seguida, listamos
todos os segundos termos a2, i = 1,2, ..., k, e assim por diante. Conseguimos,

entao, montar uma lista infinita

A ={a11,a21, ..., ak1,a12, Q22, ..., Ay, A13, Q23 ...Qk3, -

que contém todos os elementos de todos os A;, 7 = 1,2, ...k, ou seja, A = UleAj
é enumeravel.

O

A Proposigao 3.10 pode ser provada também usando a ideia da prova do

Corolério acima. Fica como exercicio.

O Corolario anterior pode ser estendido para uma uniao enumeravel de

enumeraveis, c.f. a Proposicao que segue.

Proposigao 3.12 A uniao enumerdvel de enumerdveis é enumerdvel, i.e., se
o0

A, € enumerdvel, ¥n € N, entdo, U A, € enumerdvel.

n=1
Demonstracao. Sejam Aj, Ao, ..., A,, ... uma colegdo enumeravel de conjun-
tos enumerdveis. Assim, cada um dos conjuntos A;, j € N, pode ter seus

respectivos elementos apresentados numa lista. Iremos denotar por A; =
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{aj1,a52,a;3,...} a enumeracao do conjunto A;, para cada j natural. Assim,

temos as enumeragoes:

A ={ai11, 012,013, ...},
Ay = {az1, a2, azs3, ...},

Az = {1131,(132,a33,---},

An = {anla an2,An3, }a

o0

A unido de todos os A;, denotada por U A, é o conjunto formado por todos
n=1
os elementos de todos os A;s, os quais podem ser postos numa lista infinita,

considerando o seguinte diagrama, onde cada linha j corresponde & enumeragao

do conjunto A;:

a1 12 ———> 13
a21 a22 a23
as1 a32 as33
a41 49 43

Ou seja, montamos a enumeracao

o0

U 4n = {011, 021, 012, a13, 022, 431, a1, azo, ..},

n=1
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donde segue que é enumeravel, ou seja, a uniao enumeravel de conjuntos enu-

meraveis é enumeravel.

O

A seguir, apresentamos alguns resultados importantes sobre enumerabili-
dade.

Teorema 3.13 Todo subconjunto do conjunto dos naturais é enumerdvel, i.e.,

se X C N, entao, X € enumerdvel.

Demonstragao. Seja X C N. Se X for finito ja serd enumeravel. Suponha,

entdo, que X seja infinito. Assim, defina a fungdo f: N — X pondo
f(1) = min X,

f(2) = min{X\ {f(1)}},
f(3) = min{X \ {f(1), f(2)}},

onde min Z denota o minimo do conjunto Z. Logo, temos que f é injetiva.

Além disso, temos que tal f é crescente, ou seja,

FO) < F(2) < J3) < ...

Resta mostrar que f é sobrejetiva. Para isso, dado ng € X, basta mostrar

que ng € {f(1),..., f(no)}. Antes, porém, precisamos provar a afirmacao:

Afirmagao: n < f(n), Vn € N.

Provamos tal afirmacao por inducao sobre n. De fato, temos que

(i) f(1) = min X > 1, ou seja, temos que 1 < f(1). Logo, vale a base da

inducao.

(ii) Suponha que a desigualdade seja verdadeira para n = k, i.e., vale que
k < f(k). Precisamos mostrar que k + 1 < f(k + 1). De fato, avaliando

a diferenca:
flk+1)—(k4+1)=f(k4+1)—k—1> f(k4+1)— f(k)—=1>1-1>0,

ouseja, f(k+1)>k+1.
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Assim, por (i) e (ii) segue por indugdo matemédtica a prova da afirmagao.

Continuemos na prova da sobrejetividade da f. Por absurdo, suponha que

no € {f(1), ..., f(no)}. Entao, segue que ng € X\{f(1),..., f(no)}. Logo, segue
que

f(no +1) <no, (3.4)
Mas pela afirmacao acima, temos que, em particular,

Logo, de (3.4) e (3.5), temos

f(no+1) <ng < f(ng) = f(no+1) < f(no),

mas isto é um absurdo, pois f é crescente. Portanto, f é também sobrejetora.

Assim, concluimos que f: N — X é bijetora. Portanto, X é enumerdvel.
O

Proposigao 3.14 Seja f : A — B injetiva. Se B é enumerdvel, entdo, A é

enumerdvel.

Demonstragao. Como B é enumeravel, segue que existe g : B — N bijecao.

Em particular, temos que g é injetora.

Como f: A— Beg: B — N sao injetoras, segue que a composta g o f :
A — N também é injetora. Assim, a fungdo v =go f: A — (go f)(A) CNé

bijetora.

Além disso, como (go f)(A) C N, segue do teorema anterior que (go f)(A)
é enumerdvel. Logo, existe h : (g o f)(A) — N bijecao.

Como a composicao de bijecoes é uma bijecao, temos que hov : A — N é

bijetora, donde segue que A é enumeravel.
O

Proposigao 3.15 Seja f : A — B sobrejetiva. Se A for enumerdvel, entdo,

B também serd enumerdvel.
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Demonstragao. Como [ é sobrejetora, entdo, Vz € B, escolha = € A tal que

f(z) = z e ponha g(z) = x.

Isto define g : B — A, tal que f(g(2)) = f(z) = 2, Vz € B. Entdo,
g € injetiva. E como A é enumerdvel, segue pelo corolario anterior que B é

enumeravel.

Da proposicao acima, segue o corolario:

Corolario 3.16 Seja f : A — B sobrejetiva. Se B for ndo enumerdvel, entao,

A € nao enumerdvel.

Demonstragao. Por absurdo, suponha que A seja enumeravel. Assim, segue
que existe uma fungdo g : N — A bijetora. Em particular, temos que g é

sobrejetora.

Defina agora a funcao h : N — B por h(z) = (f o g)(z).

Note que h é sobrejetora, pois é uma composicao de fungoes sobrejetoras.

Logo, obtemos h : N — B sobrejetora com N enumeravel, donde segue pela
proposicao 3.15 que B é enumerdvel. Mas, temos, por hipétese, que B é nao

enumeravel. Absurdo! Portanto, A é ndo enumeravel.

Proposigao 3.17 O conjunto Q dos nimeros racionais € enumerdvel.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que N x N é enumerével. Para
isto, basta observar o diagrama, onde vemos que é possivel percorrer (listar)

todos os elementos de N x N, c.f. as setas indicam no esquema:
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-

Isto indica que podemos definir ¢ : N — N x N, pondo

90(1) = (L 1)a 90(2) = (2a 1)a 90(3) = (1a2)’ @(4) = (1’3)a @(5) = (2a2)a

uma bijegao.

Logo, temos que N x N é enumerdvel. Como f : N x N — Q™, dada por

m

f(m,n) = —,

n

é sobrejetora, devido a enumerabilidade de N x N, segue pela Proposicao 3.15

que Q% ¢é enumeravel.

Analogamente, mostramos que o conjunto dos niimeros racionais negativos

Q™ é enumerdvel. Agora, como
Q=Q"u{oruQ,

e a uniao finita de enumeraveis é enumeravel, segue que Q é enumeravel.
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Vimos acima que N x N é enumeravel. De fato, temos o resultado mais

geral com relagao a enumerabilidade em produtos cartesianos:

Proposigao 3.18 Sejam A e B dois conjuntos enumerdveis. FEntdo, A X B

também € enumerdvel.

Demonstragao. Sejam A e B conjuntos enumerdveis. FEntdo, temos que
existem funcoes f: A — N e g: B — N bijetivas.
Com isso, defina h : A x B — N x N por

h(z,y) = (f(2),9(y))-

Afirmamos que h é injetiva. De fato, dados (z,y) e (a,b) em A x B, tais
que
h(z,y) = h(a,b),
temos que
h(z,y) = h(a,b) = (f(x),9(y)) = (f(a), 9(b)),
e pela igualdade dos pares ordenados, segue que f(x) = f(a) e g(y) = g(b).

Como f e g sdo injetivas (pois sdo bijetivas), segue que = a e y = b, ou seja,

obtemos
(z,y) = (a,b).

Portanto, h é injetora.

Assim, temos h : A x B — N x N injetora. Como N x N é enumerével,
segue pela Proposicao 3.14 que A x B é enumeravel.
O

A proposicao acima pode ser ampliada no seguinte resultado:

Corolario 3.19 O produto cartesiano finito de n conjuntos enumerdveis € enu-

merdvel, i.e., se Ay, Aa, ..., Ay sdo n (n finito) conjuntos enumerdveis, entao,
n
[TAi=41x..x4,
i=1

€ enumerduvel.
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Infelizmente, o Corolario acima nao pode ser estendido para um produto
cartesiano enumeravel, ou seja, temos a proposicao abaixo, cuja demonstracao
deixamos como exercicio, visto que é necesséario ver o método da diagonal de

Cantor para sua prova, e esse método serd dado na Proposicao 3.22.

Proposigao 3.20 O produto cartesiano enumerdvel de conjuntos enumerdveis

€ nao enumerdvel.
Proposigao 3.21 Ny + Ny = Ng.
Demonstragao. De fato, como
Ng = card N = card (N x {1}) = card (N x {2}),

segue que
No 4+ Rg = card(N x {1} UN x {2}) = R,

pois N x {1} UN x {2} é uma unido enumeravel de enumeraveis.
O

O resultado abaixo nos fornece um importante exemplo de conjunto nao

enumeravel.
Proposigao 3.22 O conjunto R dos numeros reais é nao enumerdvel.

Demonstragao. Para provar isto, é suficiente mostrar que (0,1) é ndo enu-
merdvel, visto que (0,1) ~ R. Faremos uma prova por absurdo. Usaremos um

método chamado de método da diagonal de Cantor.

Suponha, por absurdo, que (0,1) é enumerdvel. Assim, temos que os ele-

mentos de (0,1) podem ser listados, ou seja,

(0, 1) = {1‘1,:62,1‘3, },

onde

z1 = 0,a11a12a13...

o = 0, 210220923 ...
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x3 = 0, az1a32a33...

Ty =0,0,10,20,3...

tal que a;; € {0,1,2,...,9} e cada decimal x; possui um nitmero infinito de

elementos diferentes de zero, ou seja, representaremos, por exemplo,
0,50000... = 0,49999...
Construimos o seguinte niimero decimal:
z=0,b1b2bs...,

tal que b1 # a11 e by # 0, ba # azz € by # 0, e assim por diante.
Logo, temos que z € (0,1).

Por outro lado, observe que z # x;, Vi € N, visto que b; # a;; e b; # 0.
Logo, temos que z ¢ (0,1). Absurdo! Assim, (0,1) é ndo enumerdvel.
O

A Proposicao acima nos diz que existem conjuntos que possuem cardina-
lidade maior que Wg, a cardinalidade dos conjuntos enumeraveis. Motivados

pelo resultado acima, definimos:

Definicao 3.23 A classe dos conjuntos nao enumeraveis equivalentes a R cha-

ma-se nimero cardinal ¢, denominado poténcia do continuo ou continuo.

Na Matematica, em especial na teoria dos conjuntos, a cardinalidade do
continuo é a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais. Esse cardinal cos-
tuma ser representado por ¢. Assim, card R = ¢. Pelo estudado anteriormente
concluimos que card (a, b) = ¢, pois todo intervalo aberto é equivalente ao con-

junto R dos nimeros reais.
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Proposigao 3.24 O conjunto dos nimeros irracionais € ndo enumerdvel.

Demonstragao. De fato, denotemos por I o conjunto dos ntimeros irracionais.

Por absurdo, se I fosse enumerédvel, entao, como
R=QUI,

concluiriamos que R deveria ser enumeravel, pois seria uma uniao de conjuntos

enumeraveis. Mas, isto é um absurdo pela Proposicao 3.22.
O

Proposigao 3.25 A cardinalidade do conjunto dos numeros irracionais € mai-

or do que Ng, ou seja, card I > Ng.

Demonstragao. Escreval =R\ Q. Por absurdo, suponha que card (R\ Q) <
Rg. Como R = (R\ Q) UQ é uma unido disjunta, segue que

cardR = card (R \ Q) + card Q < N + Ry = R,

ou seja, terfamos que card R < Wy, o que contradiz a Proposicao 3.22. Absurdo!

Logo, concluimos que card T > .
O

Lembramos que o conjunto das partes de um conjunto A é o conjunto de

todos os subconjuntos de A, e é denotado por P(A). Assim,
PA) ={X : X C A}.
Com isso, enunciamos o seguinte resultado importante.

Proposicao 3.26 Se A é um conjunto enumerdvel, entio, o conjunto P(A)

das partes de A € ndo enumerdvel.
Demonstracgao. Seja A enumerdvel. Entao, temos que A ~ N. Assim, para
provar a Proposicao, ¢ suficiente mostrar que P(N) é nao enumerdvel.

Por absurdo, suponha que P(N) seja enumerdvel. Logo, podemos escrever

seus elementos numa lista. Assim, seja

{NlaNQ)Nga }
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uma enumeragao de P(N).

Seja B={j € N: j ¢ N;} um subconjunto de N.

Logo, B € P(N), e disso segue que B = N;, para algum ¢ € N.
Como N; = B, pela definicao de B temos que i € N; < i € N;, que é um
absurdo!

Portanto, P(N) é ndo enumerével.

Da prépria prova da proposi¢ao acima, temos o corolario abaixo.

Coroldrio 3.27 O conjunto das partes de N, P(N), é ndo enumerdvel.
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Capitulo 4

Sequéncias numeéricas

Neste capitulo vamos definir um tipo especial de funcao, chamado sequéncia,
bem como suas principais propriedades de convergéncia. Comecemos com a

definicao de sequéncia.

4.1 Primeiros conceitos

Defini¢ao 4.1 Uma sequéncia numérica (), é definida como uma lista infi-

nita de nimeros reais

(l’n)n = (,CCl, o, X3, ),

onde os z; € R, para todo ¢ € N. Outra maneira equivalente de definir uma
sequéncia é considera-la como uma funcdo de varigvel natural z,, = z(n) : N —
R a qual, para cada n € N associa uma imagem x,, e o conjunto imagem,

ordenadamente, x1, xa, ..., define a sequéncia (z,,).

Os numeros x, da imagem de uma sequéncia sao chamadas de termos ou
elementos da sequéncia. Podemos denotar os termos da sequéncia tanto por

z(n) como z,, sendo que esta tltima é a mais usada.

Como o dominio de uma sequéncia é sempre o conjunto dos naturais, sim-

plesmente consideramos a expressao que a define.
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n
Exemplo. Se z,, = ——, entao z; = -, , T4 = — e assim
p n T 1 3 T =g

por diante. A figura abaixo ilustra o comportamento gréafico desta sequéncia.

1)

(] |.—-

A sequéncia (z,), dada acima pode ser representada pela lista ordenada
infinita de seus termos:

1

2 3 4 n
(:Cn)nEN - (551;:62;:63’ ) = (5) ga ?a §
(

g eeey 27,1/—“’ ...).
Defini¢ao 4.2 Dizemos que duas sequéncias (), € (yn)n s@o iguais se, e

somente se, x; = y;, Vi € N.

A definigao acima pode parecer um tanto ingénua, no entanto atente-se de
que duas sequéncias serao iguais somente quando os termos de mesma posigao
de ambas forem iguais, ou seja, (x,,) serd igual a (y,) somente quando x; = y1,
T9 = Yo, € assim por diante. Um contra-exemplo interessante de se ver, por
exemplo, é considerar a sequéncia (x,,) definida por

Ty = —
n
e a sequéncia (yy ), definida por

1, se n é impar
Yn =
—— sen for par
n+2
Embora ambas possuam mesmos elementos, elas nao sao iguais, pois ao
listarmos ordenadamente os termos de (z,,) e os termos de (y,) vamos obter

11 1



Sequéncias numéricas 87

Defini¢ao 4.3 Seja (x,,) uma sequéncia. Tomando-se um subconjunto infinito
de indices n; < no < ng < ... de N, definimos a partir da sequéncia dada, uma

subsequéncia. Notamos uma subsequéncia da sequéncia (z,,) por (x,, ).

Observe que, num certo sentido, uma subsequéncia de uma sequéncia, em-
bora seja uma sequéncia, pois continua sendo uma lista infinita ordenada, a
mesma nao estd sendo ordenada por indices 1,2,3,..., mas por um subcon-
junto infinito de N de elementos ni,ns,...,ng, .... Por essa razao, definir uma
sequéncia como uma lista infinita é mais preciso do que definir como sendo
uma func¢ao com dominio no conjunto dos naturais, muito embora exista uma

bije¢ao entre N e o conjunto {ny,na, ..., ng, ...}, definida por ¢ : k € N x,, .

Exemplo. Dada a sequéncia x,, = (—1)" temos 1 = 3 = o5 = ... = Tgp_1 =
e.=—lexs =24 =2 = ... = To, = ... = 1, ou seja, destacamos da sequéncia
original duas subsequéncias: a subsequéncia (z2,-1) dos termos {mpares e a

subsequéncia (z2,) dos termos pares.

4.2 Limite de sequéncia

Como sequéncias sao fungoes, podemos indagar sobre os seus limites. Porém,
como a sequéncia (ay) estd definida para valores inteiros de n, o tnico limite

que faz sentido é o de a,, quando n — +o0.

Por exemplo, note que os elementos da sequéncia (x,, ), definida por

n

= o

~ 1
estao cada vez mais proximos de o embora nenhum elemento da sequéncia
1 L
assuma o valor 3 Intuitivamente vemos que podemos obter um elemento da
i . 1 . ,
sequéncia tao préximo de 3 quanto desejarmos, bastando tomar o nimero de
elementos suficientemente grande. Expressando de outra forma, temos que
n 1 , "
——— — —| pode se tornar menor que qualquer ntimero positivo €, contanto
2n+1 2
que n seja suficientemente grande. Por isso, dizemos que o limite da sequéncia
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n
2n+1

|~

Definicao 4.4 A sequéncia (z,) tem um limite L se para qualquer £ > 0
existir um nimero ny € N, tal que se n for um inteiro de tal modo que n > ny,

entdo |z, — L| < £ e escrevemos

lim z, = L
n—+oo

flw)

Ltg

Em simbolos:

lim x, =L < Ve >0,3ng €N tal que Vn > ng = |z, — L| < e.

n—-+oo

Em algumas ocasioes vamos utilizar a notagao x,, — L, que significa 1irJ1£1 Ty =
n—-+0oo

L.

Vejamos um exemplo de aplicacao.

Exemplo. Prove que a sequéncia z,, = # tem limite %

Solugao. Dado & > 0. Precisamos achar ng € N tal que, Vn > ng, implique

em
1
|zn—§|<€.
Vamos estimar |z, — 3.
1 | n 1 | -1 | 1
lon =51 = 2n+1_5’_’2(2n+1)’_2(2n+1)‘
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Como queremos achar um n > ng, entao, supondo determinado, podemos

escrever
2n+12> 2ng+ 1 > 2ny,
e dai
2(2n 4+ 1) > 2(2ng) = 4ny,
e portanto

1 < 1
22n+1) ~ 4dng’
Assim, como queremos que |z, — %| < g, se impormos que ﬁ < g, vamos
obter ng > é.

Ou seja, acabamos de mostrar que, Ve > 0, I3ng € N (e é tal que ng > 4%),

tal que, Vn > ng, implique em |z,, — %| < €, ou seja, acabamos de provar que

n 1

lim z, = lim = —.

Neste caso, na pratica, podemos tomar ng = L4—1€J + 1, onde |a| denotard a

parte inteira do numero real a.

Apenas para ilustrar a prova acima, se tomarmos ¢ = 0, 1, entdo teremos
que ng > Wl1 = 2,5, ou seja, neste caso, tomaremos ng = |2,5] +1 = 3. As-
sim, segue que, a partir do indice n = 3, a distancia do termo z,, da sequéncia

5= ao valor % fica menor do que 0, 1.

Tn = 2n+

Por exemplo, se tomarmos n = 4 vamos notar que
et =22 oL Lo 0s6<01
ri—S|l=lc—35|= 5= =e.

T2l e 2 18T ’

Defini¢ao 4.5 Se a sequéncia (z,,)nen tiver um limite, dizemos que ela é con-

vergente, e x,, converge para o limite. Se a sequéncia nao for convergente, ela

é dita divergente.

Por exemplo, a sequéncia (z,) definida por x, = (—1)" é divergente (Jus-
tifique!)
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. ~ . . 7r 7
Exemplo. Determine se a sequéncia (z,,) definida por x,, = nsen — é conver-
n

gente.

- T 1 . .
Solugao. Como sen — e — tendem a zero quando n tende a infinito, lem-

n o n
brando do primeiro limite notavel, temos

T T
sen — Tsen —
. 7T . n . n
lim nsen— = lim —* = lim = = .
n—-+oo n n—-+o0o 1 n—-+o0o o
n n

Logo, 1irJ1£1 T, = 7, se n for inteiro positivo. Dessa forma, a sequéncia dada é
n—-+0oo

convergente e converge para 7.

4.3 Sequéncias limitadas

Definigao 4.6 O nimero L é chamado de cota inferior da sequéncia (x,,) se
L < x, para todo n inteiro positivo, e o nimero S é chamado de cota superior

da sequéncia (z,) se z, < S para todo n inteiro positivo.

No caso quando uma sequéncia (x,,) possuir uma cota inferior, dizemos que
a mesma € limitada inferiormente, e no caso de possuir uma cota superior,

dizemos que a mesma é limitada superiormente.

Esses conceitos de limitagao superior e inferior de uma sequéncia podem ser

facilmente estendidos para conjuntos ordenados.

Definigao 4.7 Dizemos que uma sequéncia (x,) é limitada se, e somente se,
ela tiver cotas superior e inferior, ou seja, quando for limitada superiormente e

inferiormente.

Ou seja, (z,,) é dita limitada se, e somente se, Ja, b € R tais que a < x,, <b,
Vn € N. Ou, de uma maneira mais simples, dizemos que (z,) é limitada se
existir M > 0 tal que |z,| < M, Vn € N.

Abaixo recordamos dos conceitos de infimo e supremo estudados no Capitulo

2, visto que serao importantes a seguir.
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Defini¢ao 4.8 Seja X um conjunto limitado (superiormente e inferiormente,
ou seja, X possui cotas inferior e superior, no mesmo sentido mencionado an-
teriormente). Definimos como o supremo do conjunto X, e denotamos por
sup X, como a menor das cotas superiores para X e o infimo do conjunto X,
e denotamos por inf X, como sendo a maior das cotas inferiores para X. Mais

precisamente, temos que, denotando por M = sup X e m = inf X,
e M é supremo de X se, e somente se

(a) © < M, Vz € X, ie., M é uma cota superior para X;

(b) Ve > 0, 3z € X tal que M — e < & < M; i.e., M é a menor cota

superior de X.
e m ¢é infimo de X se, e somente se

(a) x > m, Vz € X, i.e., m é uma cota inferior para X;

(b) Ve > 0, 3z € X tal que m < & < m +¢; i.e., M é a maior cota

inferior de X.

1 1
Exemplo 1. Para a sequéncia z,, = — cujos elementos sao 1, s ey e
n n

D | =

11
273
podemos considerar 1 uma cota superior, assim como 30 também é uma cota

superior. 0 é uma cota inferior.

Como o conjunto X = {z, : n € N} dos termos dessa sequéncia assume

valor maximo 1, temos que o supremo de X é 1, ou seja, supz,, = 1. Vamos
neN

mostrar que o infimo de X é 0. De fato, basta notar que!
(a) Vn € N, ¢, = £ > 0. Logo, 0 é uma cota inferior para X = {z, = +
n € N}.

(b) Vn € N, Ing € N tal que 0 < z,,, < 0+ x,. De fato, dado n € N qualquer,

tome ng =n + 1, e entao

1 1 < 1
€T = — = — =X
"™ e n4+1 T n "

o que prova (b)

INote que os itens (a) e (b) foram adaptados para sequéncias.
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Portanto, 0 = inf x,,.
neN

Proposicao 4.9 Se (xz,,) for uma sequéncia convergente, entao (x,) € limi-
tada.

Demonstragao. Seja lim z, = a. Tome ¢ = 1. Entao, dng € N tal que,
n— oo

Vn > ng, implica em |x,, — a| < 1, ou seja,
-1<z,—a<1,
isto é,
a—1<x, <a+1,VYn > ng.

Defina o conjunto X = {z1,22,...,Zn,-1,a — 1,a + 1}. Como este conjunto é

finito segue que existem
M =maxX e m=minlX,
e, portanto, concluimos que
m <z, <M,Vn €N,

ou seja, (x,) é limitada.
(]

Observamos, porém, que o fato de uma sequéncia ser limitada nao implica
que ela seja convergente. Por exemplo, a sequéncia dada por a, = (—1)" é
limitada, visto que seus termos sao sempre —1 e 1, os impares e os pares, res-
pectivamente. Portanto, ﬁngr}rloo an. A convergéncia ndo ocorreu neste caso
pois os seus termos oscilam nos seus valores. A garantia da convergéncia de
uma sequéncia limitada é adicionar a hipdtese da sequéncia, além de limitada,

ser também mondtona. Isto é provado no Teorema 4.13.

4.4 Propriedades dos limites

As propriedades de limites de sequéncias sao andlogas as propriedades de limi-

tes de fungoes, estudadas num curso de Calculo.
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Proposigao 4.10 O limite de uma sequéncia, se existir, é unico.

Demonstragdo. Por absurdo, seja (z,) sequéncia tal que lim z, = a e
n—oo
lim x, =b, com a # b.
n—oo
b—a
Assim, tome € = u > 0.
Disso, de lim x, = a, segue que Ing € N tal que, Vn > ng = |z, —a| < 5.
n—oo
Ainda, se lim x,, = b, segue que In; € N tal que, Yn > ny = |z, — b < 5.
n—oo
~ € 3
Tomando 1 = max{ng, n1}, segue que valem |z, — a| < 5 e |zn — b < 5
Disso, Vn > n, temos
e € b—a
b—a|l=1b—an+ 2z, —a|] < |xnfb|+|znfa|<§+§:€:|2—|

1
=1< 7 (Absurdo!)

Portanto, a = b.
O

Proposicao 4.11 (Propriedades aritméticas dos limites de sequéncias) Sejam

(2n) € (yn) duas sequéncias tais que lim x, =a e lim y, = b, entdo

(1) lim (zn +yn) = a+b;

(ii) lim (z, —yn) =a —b;

n—oo

(i) lim (2, - yn) = a-b;

n—o0
(iv) lim In _ 2, desde que b # 0.
n—00 Y b
Demonstragao. Faremos as provas de (i), (iii) e (iv), visto que a prova de (ii)

¢ andloga a de (i).

(i) Dado € > 0.

Como lim x, = a, segue que Ing € N tal que, Vn > ng = |z, — 1| < 5.
Como nl?nio Yn = b, segue que In; € N tal que, Vn > ny = |y, — b| < 5.
Toman?i?;% = max{ng,n1} > 0 temos que, ¥n > n valem as duas desigualdades

acima e dai
€

e
[ = ) = (@ + D) = o — -+ g~ b] < lan —al + [yn — b < § + 5

:5"
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ou seja, para € > 0 determinamos n € N tal que,
Vn>n = |(x, +yn) — (a+ )] <e,

isto ¢, vale (i).

(iii) Primeiramente, como existe o limite lim =z, = a, segue que (z,) é limi-
n—o0
tada, ou seja, existe M > 0 tal que |z,| < M, Vn € N.

Dado € > 0. Como lim z, =a e lim y, = b, segue que existem ng e ny
n—o0 n—oo

naturais tais que

€
e para todo n > ng, implica em |z, — a| < ————,
p = 10 p | n | 2(|b|+1)

o €
e para todo n > nq, implica em |y, — b| < ——,
2M
Assim, tome n = max{ng,n;1}. Disso, segue que Vn > 7, valem ambas as

desigualdades acima. Dessa forma, avaliando |x,y, — ab|, vamos obter

= [(@nyn — 2nb) + (20 — ab)| < [zn| - [yn — b + [b] - |20 —a] <
<M - Jyn = bl + (b + 1) - [2n —a] <

e e
<M=+ (o + 1) =
on F Doy ==

para todo n > 7i, o que prova (iii)

(iv) Dado £ > 0. Sem perda de generalidade, vamos considerar o caso quando
b>0.

Como y, — b, temos que In € N tal que, Vn > n, implique em y,, > %, e

dai
1

Yn

<

SN

€-b
Como lim x, = a, segue que Ing € N tal que, Vn > ng = |z, —a| < —.
n—00 4



Sequéncias numéricas 95

Do mesmo modo, como y,, — b, segue que In; € N, tal que, Vn > n; =
- b?

b < —
[yn =l A(ja] + 1)

Assim, para todo n > 7 := max{n, ng, n1 }, temos

T  al _|zab—a-yn 2|xn~b—a~yn|_2|xn~b—a~b+a~b—a~yn|
Yn b| Yn - b b-b N b2
< 208l - |zn —al + laf - [yn = b]) _ 2(b] - |zn — al + (lal +1) - |yn = b]) _
- b2 b2 N
|z, — 1] (Ja| + 1) 2eb  _(la|+1) eb?
=2 2 n—bl <=2 42 =
- L R e R (M L

4.5 Sequéncias mondotonas
Definigcao 4.12 Dizemos que uma sequéncia (a,) é
(i) crescente, se a,, < a1 para todo n € N;
(i) decrescente, se ap > any1 para todo n € N.

Chamamos de mondtona uma sequéncia que seja crescente ou decrescente.
Se a, < ant1, YN € N, a sequéncia é chamada de estritamente crescente e se

an > Gnt1, VN € N, a sequéncia é chamada de estritamente decrescente.

Exemplo. Determine se a sequéncia (z,) dada por z,, = é crescente,

_n_
2n+1
decrescente ou nao mondtona.

ol

c Sabemos que os quatro primeiros elementos desta sequéncia sao

w|—Wn
gllog

ao.
3 4 . N

=, —,... 0 que nos leva a considerar que a sequéncia pode ser crescente.
79’

) )

Assim, temos:

7n+1 n 72n2+2n+n+172n273n
2 +3 2n+1 2n+3)(2n+1)

Tp+1 — Tn
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1
=— >0
(2n+3)(2n+1) ’
ou seja, obtemos

Tp41 > Tp, Vi € N

mostrando que a sequéncia (z,,) é estritamente crescente.

Aproveitando este exemplo, examinemos o supremo e o infimo de (z,,), caso
n
et > 0, Vn € N Logo,

temos que 0 é uma cota inferior para (z,). Além disso, como (z,) é crescente,

existam. Temos que (z,) é crescente e que x, =

segue que
. . 1
inf £, =minx, =1 = —.
neN neN 3

1
Afirmamos que sup z,, = 3 De fato, defina X = {z,, : n € N}. Temos que
neN

n n 1
< _

@ e =i Sm
dos termos da sequéncia.

Logo, % é uma cota superior para o conjunto X

(b) Ve > 0, Jz,, € X tal que % — e < z, (ou seja, % é a menor das cotas
superiores para o conjunto X dos termos da sequéncia):

De fato, por absurdo, se
1
Efszzn,VnGN,

entao

onde obtemos )
n< S wneN,
2e

ou seja, concluiriamos que o conjunto N dos ntimeros naturais seria limi-
tado superiormente em R, um absurdo!
Logo, vale (b).

1

Portanto, por (a) e (b) segue que sup z,, = =.
neN 2

O préximo resultado facilitard enormemente esta avaliacao.
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Teorema 4.13 Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia mondtona e limitada. Sem perda
de generalidade, suponhamos que tal sequéncia seja crescente, i.e., z, < 41,
Vn € N. Como (x,) é limitada, em particular, é limitada superiormente. Seja

A € R uma cota superior para (z,), i.e., z, < A, ¥n € N.

Defina o conjunto de todos os termos da sequéncia por X = {z,, : n € N}.

Obviamente X =# () pois, por exemplo, x; € X.

Entao, X é limitado superiormente por A. Logo, existe uma menor cota

superior, a qual denotaremos por L, ou seja, existe L = sup X.

Afirmamos que lim z,, = L. De fato, tome € > 0. Como L é cota superior
n—o0

para X segue que =, < L, ¥n € N.

Além disso, como L — e < L = sup X, segue que L — ¢ nao é cota superior

para X. Portanto, segue que 3ng € N tal que L — ¢ < xp,.

E, como (z,) é crescente, temos que
Vn>ng=>L—ec<zy <z, <L,

ou seja,
L—e<z,<L<L+e¢,

i.e.

|z, — L] < ¢,

provando que lim x, = L.
n—oo

O
Obs.: A demonstracdo do Teorema acima nos fornece um outro resultado
importante: se (x,) for uma sequéncia crescente e limitada superiormente,
entao existe o limite de x,,, e

lim z, = sup z,,
n—oo neN
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e se (z,) for decrescente e limitada inferiormente, entao

lim z, = inf z,,.
n— 00 neN

Exemplo 1. Voltando ao exemplo anterior ao Teorema acima, como z, =

a7 © estritamente crescente e limitada superiormente por 1, por exemplo,

segue que tal sequéncia é convergente, e pela prova do Teorema acima, temos

que
n 1

= i = lim .
e TR BT T B o1 T 2

Exemplo 2. Considere a sequéncia (b,,) dada por

—zn:i—uu ! + 1+ +i
*kzok:* 3! ’

Afirmamos que esta sequéncia é convergente. De fato, precisamos mostrar

que:

(i) (bn) € mondtona (de fato, estritamente crescente). Realmente, basta notar

que

n+1 n

1 1
-y L=y by > b,
b1 Zk' Zk n+1 CEE

e, portanto, mondtona.

(ii) (b,) € limitada superiormente por 3, i.e., b, < 3, Vn € N.
De fato,
1 1

1 1 11
[ttt <4l o+ttt o)

1 1
bn—1+1+ + |+4 5 T3 T3 o

3
e como entre colchetes temos a soma de n — 1 termos de uma progressao
geométrica de razao %, pela férmula da soma dos k — 1 primeiros termos
de uma P.G. de razao ¢ é dada por
-1 -1
ai(¢"1—1) ay arq”

S_ = = —
k—1 Q*l 17(] 1*(]’
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teremos

22 23 on—1

1 1 1 1
bn=1+1+|5+m+tmt+ }=2+

=2+1—

2n—1 = 3 - 2n—1 < 3
(iii) (by,) € limitada inferiormente por 2. De fato, basta notar que

1
by=1+1+— gty Tt > ltl=2

Portanto, concluimos que 2 < b, < 3, Vn € N e que (b,) é mondtona

Portanto, pelo Teorema 4.13 segue que existe o limite da sequéncia (by,), e
denotaremos por

1 1 1
efhmbnfhmlJrljL + + .. +—
n—o00 n—oo |

3!
Exemplo 3. Seja (a,) a sequéncia definida por

1 n
an<1+—> .
n

Afirmacao 1. (a,) € estritamente crescente.

Vamos mostrar que a,4+1 > an, 0 que equivale mostrar que

! > 1. Note
(29
que
n+1\"  (n+1)"
Gp = = )
n nm
Assim,
(n+2)ntt
any1  (n+ 1)+ (n42)nH n" (n+2)"(n+2)n"
a,  (n+1)" (n+ 1)t (n+1)n  (n+1)27(n+1)
nn
(2 (012 (P42 n

(n+1)2" (n+1) (m2+2n+1)" n+1

_(nP+2m+1-1\" n+2 ) 1 " n+2
N n?2+2n+1 n+1 nZ+2n+1 n+1
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Aplicando a desigualdade de Bernoulli (1+z)™ > 1+nx, Vn € Ne Ve > —1

(no caso, tomando x = —m > —1), vamos obter

ant1 1 1 " n—|—2> 1 n n—|—2_
an n2+2n+1 n+1— n2+2n+1 n+1

n4+n+1 n+2 n3+3n24+3n+2

T2+ 2n+1 n+l n3+3n243n+1

"1
Afirmagao 2. a, < b, = Z PR Vn > 2.
k=0 """

De fato, abrindo a soma com o desenvolvimento binomial para a,,, obtemos

e (o @)

Jj=0

n\ 1 n\ 1 n\ 1 ny\ 1
=)+ )5+ |5+ |==
0/ no 1/ nt 2] n? n] nm

n! 1 n n! 1 - n! 1 _
n o 2(n—2)n2  3ln-3)In3 T nl0)nr
nn—1)1 nnh-1)(n-2)1 1 n!
—1+1 — T
Tt 21 n? + 3! n3 te n! nn
1 n—-1 1 (n—1)(n-2) 1 nn-1)!
2! n + 3! n2 et n! nn -

e )

Como cada multiplicador de cada fator % é menor do que 1, obtemos a

estimativa

wote3(-2) 23 0-2) 0-2)
-

141 1 1
<1+ +5+§

1
ot — =b, < 3.
n!
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Logo, temos que

an < b, <3, Vn,

e como (a,) é crescente e limitada superiormente por 3, segue pelo Teorema
4.13 que

4L = lim a, = sup a,.
n—oo neN

Ainda, como a,, < by, Vn, pela passagem ao limite, teremos

L= lim a, =supa, <supb, = lim b, = e,
n—o0 n— o0

ou seja,

L<e. (4.1)

Mostremos que também vale a desigualdade contréaria. Para k fixado, Vn >

k, temos, desprezando apés o k-ésimo aditivo da expansao binomial para a,:

141+ (1-2) e 2oy (-2 4
2! n 3! n n
1 1 2 k-1
et =(1-=)(1=-2) (1 -2=—).
(-0 (0-8) (- 5)

Com k fixado, fazendo n — co, obtemos

1 1 1
L21+1+§+§++E:bk7

ou seja,
L > b, Vk € N fixado,

entao pela passagem ao limite, vem

L > lim by =e,

k—o0

ou seja,
L>e. (4.2)

Assim, por (4.1) e (4.2) segue que L = e, ou seja,

1 n
lim (1 + —) =e,
n—oo n
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onde a constante 2 < e < 3 é chamada de numero de Euler.

Vejamos outro exemplo de aplicacao do Teorema 4.13.

Exemplo 4. Qual o valor de \/2 + V2 4+ 2+ ..., se existir?

Solugdo. Defina a sequéncia (x,,) recursivamente por

$1=\/§
Tn4+1 = V2 -+,

Assim, temos que lim z, = \/2 +14/24+ V2 + ..., se o limite existir.
n—oo

Afirmacao 1. A sequéncia (x,,) € crescente, i.e., X < Tpi1, Yn € N.

A prova dessa afirmacao ¢é feita por inducao sobre o indice n.

(i) Quando n = 1 temos z; = V2 e

To =24z = 2+\/§>\/§=$1.
Logo, vale a base da inducao.
(i) Suponha que vale a desigualdade
Tk < Tpyt, (4.3)

para um certo indice k. Precisamos mostrar que vale para o indice k + 1,

ou seja, que xTp+1 < Tri2. De fato, somando 2 em (4.3), vem
242k <24 Tpya,

o que, extraindo a raiz quadrada, obtemos

Tpy1 = V2 + 3 < /24 Tpp1 = Tpso.

Logo, por (i) e (ii) segue que (z,,) é crescente.
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Afirmacao 2. A sequéncia (x,) € limitada superiormente.

De fato, mostraremos que x, < 2, ¥n € N. Faremos a prova por indugao

sobre o indice n.

(i) Quando n = 1, temos
1 =vV2<2.

Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que z; < 2 para um certo indice k. Precisamos mostrar que
Tr+1 < 2. De fato,

$k+1:\/2+$k§\/2+2:2

Logo, por (i) e (ii) segue a Afirmacao 2.

Assim, pelo Teorema 4.13, como a sequéncia (z,,) é crescente [Afirmacao 1]

e limitada superiormente [Afirmagao 2], segue que existe o limite lim ,, = L.
n—oo

Logo, pela defini¢ao recursiva da sequéncia (z,,),

Tp41 = V2+1‘n;

passando o limite, obtemos

L=V2+1L,

ou seja, obtemos a equagao
IL?-L-2=0,

que fornece L =2 e L = —1, e como z,, > 0, para todo n, segue que vale L = 2,

\/2+\/2+\/K2.

4.6 Dinamica das convergéncias

ou seja, obtemos

Considere a sequéncia (z,,) definida recursivamente por

21 =V2 e Ty =V2F
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a qual mostramos acima convergir para 2.

Escreva f(z5,) = Zpt1 = V2 + xp, onde f: [0,400) — R é dada por
flx)=v2+a.

Assim, temos

.1'1:\/57

Como vimos na segdo anterior, a sequéncia (x,) é crescente e limitada. A
funcao f acima definida também é crescente. Para ver isso basta verificar que

f(x) >0, Vz € (0, +00).

1
2V2+zx
Montando os gréaficos de f e da reta bissetriz dos quadrantes impares y =
T num mesmo plano cartesiano, podemos visualizar a “dinamica” da con-

vergéncia:
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y==x
@y = flaes)| .. r) =2
:1:3 = f(:;a_:} """""""""""""""""""""" B :E L e
o= fl@y) === S o ' ;

/

Observe que aretay = x serve apenas para projetar a imagem f(x,) = Zp41

no eixo horizontal, e a partir dai determinar

f(@ni2) = /24 Tpy1, ete

Note que, sendo f crescente a dinamica vai produzindo uma “escada”’ que

se aproxima do limite de z,, quando n — oo (a interseccao y = f(z) e y = x).

Se a f que determina os termos da sequéncia for decrescente a dinamica
nos fornecerd duas subsequéncias, uma crescente e outra decrescente, ambas

convergindo para o limite de x,, (ou seja, a sequéncia (x,) ndo serd monétona):
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Vejamos um exemplo para ilustrar este caso.
Vamos construir uma sequéncia (z,, ), que converge para V2, do seguinte modo:

vamos representar v/2 como uma fracio continua, c.f. visto no Capitulo 2:

1 1
V2=1+(H2-1)=1+ =1+ =1+ ,
( ) 1 V241 14+V2

V21 V2-1 V241

e assim
1 1
V2=14+ =14 =
1+v2 1+1+;
+2
1 1
:1+2+ T :1+2+ T
1+\/§ 2+ 11
2+

Isso nos motiva perguntar: Serd que

V2 =1+ T ?
R

1
24+ ————
2 -
tor
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Tal representagao nos permite definir a sequéncia (x,,) onde

1 3 1 7
Ty =1; z2:1+§:§; r3 =1+ —= = ; etec.

Recursivamente, definimos a sequéncia (z,,) pondo

1
14z,

561:1 € 1'n+1:1+

Vamos mostrar que x,, — v/2. Defina f : [0, +00) — R por

1 T+ 2
f(x):1+1+x:m+1'
Como
oy (le+D)-1-(@+2)-1 1
fl(z) = CESIE BCEE <0, Vx € (0, +00),

segue que f é decrescente em (0, +00).

Logo, a sequéncia (z,) ndo é monétona. Veja a ilustragdo da dindmica da

convergéncia:

&

‘):, T3 2y g

Pela ilustracao acima, conjecturamos que

1 <T3<T5<...<Tg <2y <T2.
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Vamos considerar duas subsequéncias da sequéncia (x,): a subsequéncia

(22n—1) dos termos impares dada por

Tony1 = f(r2n) = f(f(x2n—1)) = (f o f)(@2n-1);

e a subsequéncia (z2,) dos termos pares, dada por

Top = f(w2n-1) = f(f(x2n—2)) = (f o f)(22n—2).

Defina g : [0,4+00) — R por

o) = (F o @) = F(7 @) = 2,
Assim, temos que
;o (2043)-3—(Bz+4)-2 1
g(@) = 2z + 3)2 = Gag g €0 +00).

Logo, g é crescente.
Afirmacao 1. A subsequéncia (x2,—1) dos termos impares € crescente.
Ou seja, vamos mostrar que xa,—1 < Topt1, vV € N. Tal prova sera feita por
inducao sobre n.
(i) Paran = 1, temos
7
T =1< = = x3.
5

Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que xgor_1 < X241 para um certo indice k. Precisamos mostrar

que Tak4+1 < Tokt+s. De fato, como g é crescente,
Tog—1 < Topt+1 = 9(Top—1) < 9(T2p41) = Toky1 < Top43.

Logo, por (i) e (ii) segue a prova da Afirmacao 1.
Afirmacao 2. A subsequéncia (xa,,) dos termos pares é decrescente.

Ou seja, vamos mostrar que xa, > Tont2, ¥V € N. Faremos a prova por

indugao.
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(i) Para n = 1 temos

Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que xog > zak12 para um certo indice k. Precisamos mostrar que
vale para o indice k + 1, ou seja, precisamos mostrar que xax42 > Tkt4.

De fato, como g é crescente,

Tok > Tokto = §(Tak) > g(T2k42) = Tapt2 > Topta.
Logo, por (i) e (ii) segue a prova da Afirmacao 2.

Precisamos mostrar agora que as subsequéncias (Z2y,) € (Z2,—1) sao limita-
das, no caso, como (x2,) é decrescente, precisamos mostrar que ela é limitada
inferiormente, e como (za,—1) é crescente, precisamos mostrar que ¢é limitada

superiormente.

Afirmacao 3. A subsequéncia (x2,) € limitada inferiormente.
De fato, como x,, > 0, Vn, temos que 0 é uma cota inferior para (z,), logo,

em particular para (zap).

Afirmacao 4. A subsequéncia (xo,—1) dos termos fmpares € limitada superi-

ormente.

De fato, vamos mostrar que zg,_1 < z2. Faremos a prova por indugao.

(i) Para n = 1, temos

1'1:1<§:1'2.

Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponha que a desigualdade seja verdadeira para um certo indice n = k,

i.e., que

Top—1 < T2.
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Precismos mostrar que xa54+1 < 2. Como g é crescente e lembrando que

(x2,) é decrescente, obtemos
Tok—1 < 2 = g(Tar-1) < 9(22) = Tapt1 < T4 < T2

Logo, por (i) e (ii) segue a Afirmacao 4.

Portanto, com base nas Afirmagoes 1 e 4 segue que existe L1 € R tal que

Ton—1 /" L1,

i.e., a subsequéncia dos termos impares é crescente e convergente para Li; e de

acordo com as Afirmagoes 2 e 3 segue que existe Lo € R tal que

ZTan "\ Lo,

i.e., a subsequéncia dos termos pares é decrescente e convergente para Lo.

Mostraremos que L1 = L. Como

3Top—1 +4
Tony1 = 9(Ton—1) = gy 112
passando o limite, obtemos
3L, +4
Ly=7+7—,
2L +3
donde segue que L; = V2.
Do mesmo modo, como
3:62” + 4
Tont2 = g(T2n) = g + 2
passando o limite, obtemos
3Ly +4
Ly =7,
2L+ 3

donde segue que Ly = V2.

Conclusdo: L; = Ly = /2, ou seja, a sequéncia (x,) converge para v/2,

pois as duas subsequéncias (22,) e (£2,_1) convergem para v/2.
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4.7 Limites infinitos

Definicao 4.14 Dizemos que lim z, = +o00 se, e somente se, VM > 0, Ing €
n—oo

N tal que, Vn > ng =z, > M.
Ou seja, x, — oo (i.e., lim x,, = 400) significa que a sequéncia (z,,) nao
n—oo

é limitada superiormente e, portanto, é divergente. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Considere z,, = ¢, com ¢ > 1. Vamos mostrar que z,, — +00.
De fato, como ¢ > 1, entao existe b > 0 tal que 1+ b = ¢, e disso, aplicando a

desigualdade de Bernoulli, vem
Tp=c"=(14+b)">14+nb>nb,

ou seja, mostramos que

Tp > nb, Vn € N.

Assim, dado M > 0, tome ng € N tal que ng > % > 0. Logo, Vn > ng,
tem-se

M
xn>nb>n0b:?-b:M,

i.e., ,, = 400 quando n — +o0.

Obs.: Na pratica, simplesmente avaliamos:

Tp=c"=1+b">1+nb>nb— 400 quando n — +oo.

nn
Exemplo 2. Seja x,, = - Vamos mostrar que
n!

nn

lim — = +o0.
n—oo n!

De fato, basta abrir a poténcia do numerador e o fatorial do denominador

e avaliar como segue:

n" n n n n
Ty =—=—" —" —" ...-£2n-1-1-1...-1:n—>+oo
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Proposicao 4.15 Se (z,) e (y,) forem sequéncias tais que x, — +00 e (yn)

€ limitada inferiormente, entao,
Tp + Yn — +00.

Demonstragao. Como por hipdtese (y,) é limitada inferiormente, segue que
existe A € R tal que A < y,, Vn € N.

Sem perda de generalidade, assuma que A < 0 (pois se A > 0, entdo
terfamos 0 < A < y,, e entdo usarfamos 0 como cota inferior para (y,) ao invés
de A).

Como x,, — 400, entdo, dado M > 0, considere o nimero M — A > 0.
Assim, para este M — A > 0, segue que dng € N tal que, Vn > ng, implique em
T, > M — A

Entao, Yn > ng, valem as desigualdades z,, > M —A ey, > A. Somando-as,
obtemos
Tp+Yn >M—A+ A= M, Vn > ny,

ou seja, mostramos que
n ( n yn) ’

como queriamos provar.

O

Proposicao 4.16 Sejam (x,,) e (yn) sequéncias tais que x, — +00 e I¢ > 0
tal que y, > ¢, Yn € N, entao

Tp * Yn —> +00.

Demonstragao. Por hipdtese temos que dc > 0 tal que y, > ¢, Vn € N.

Como z, — 400, dado M > 0, Ing € N tal que VYn > ng, implique em

z, > M
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Entao, multiplicando ambas as desigualdades, obtemos
M
Ty Yp > —-c=M,Vn =no,
c

como queriamos mostrar.

O

Outras propriedades sobre limites infinitos sao deixadas como exercicio para

o leitor.

4.8 O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Nesta secao apresentaremos um importante Teorema do estudo de sequéncias,
conhecido por Teorema de Bolzano-Weierstrass. Antes, porém, apresentaremos

um Teorema preliminar.

Teorema 4.17 (Teorema dos intervalos fechados encaizados) Seja I, =[an, by),

n € N uma sequéncia de intervalos fechados tais que I,+1 C I,, Vn € N. Entao,

o0
dc € R tal que c € I,,, Vn, ou seja, c € ﬂ I,.

n=1

Demonstragao. Seja I, = [an,b,] uma sequéncia de intervalos fechados e

encaixados, ou seja, I,4+1 C I, Vn.
Seja X = {a, : n € N}.
Observe que X # () pois a; € X.

Afirmamos que X é limitado superiormente por b;. De fato, seja n € N.

Como [an, by] C [a1,b1], segue que a,, < by, < by.

Portanto, sendo X limitado superiormente, temos que dc € R tal que

c=supX.
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Afirmamos também que ¢ € [a,, b,],Vn. De fato, sendo ¢ = sup X, temos que

¢ é cota superior do conjunto X e entao
an < c,Vn. (4.4)

Afirmamos também que Vn, b, é uma cota superior de X. Realmente, seja
n € N. Assim, Vm > n temos [ay,, by] C [an, by]. Logo anm, < by, < by, ou seja,
am < by, Ym > n.

Mas a1 < a2 < ... < a,, < by, donde segue que a,, < by, Vm.

Logo, b,, é uma cota superior de X e dai temos que b,, > sup X = ¢, Vn.
Portanto,
¢ < by, Vn. (4.5)

Juntando (4.4) e (4.5) segue o resultado.

Por fim, apresentamos o importante teorema sobre sequéncias.

Teorema 4.18 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada

possui subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia limitada. Entdo Jai,b; € R, a;

cota inferior e as cota superior de (zy,).

Seja I} = [a1,b1]. Temos que z, € I;, Vn € N.

Dividimos I; em dois sub-intervalos pelo ponto médio. Escolhemos o =
[az,b2] uma das metades tal que x, € I3, para uma infinidade de indices n.
Ap6s isto, dividimos I em dois sub-intervalos ao meio. Tomamos I5 = [ag, bs]
uma das metades tal que z,, € I3 para uma infinidade de indices n. Segui-
mos estas divisoes recursivamente, sempre tomando-se aquele subintervalo que
contém uma infinidade de indices n (se em alguma etapa de divisao em dois sub-

intervalos ambos possuirem uma infinidade de termos de (), entdo podemos
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tomar qualquer um deles para fazer a nova divisdo), obtemos uma sequéncia

de intervalos fechados encaixados I, Io, ... onde
.Clyclpi,Cc..clhclh

tais que
[ak+1,br41] = Tky1 C I = [ag, br].
Sendo £;; o comprimento do j-ésimo subintervalo temos por construgao que

by, — ax

1
lryy = §flk & b1 — Qg1 = —5 com x, € I,

para uma quantidade infinita de indices n.

Pelo Teorema dos intervalos fechados encaixados temos que dc € R tal que
c € Iy, Vk.

Vamos mostrar que existe uma subsequéncia de (z,) que tende para o

numero real c. Para isto, precisamos escolher indices
ny <ng <ng<..<n; <njy1 < ..,

com p,; — C.

Note que

e a, € I;,Yn € N. Entao, escolnemos qualquer n;. Seja n; = 1. Temos

entao que a,, =a; € Ij.

e a, € I, para uma infinidade de indices n. Escolhemos ns € N, no > ng

tal que a,, € Is.

e a, € I3, para uma infinidade de indices n. Escolhemos n3 € N, ng > no

tal que an, € Is.

Seguindo estes raciocinios, obtemos n; < ne < ng < ... < N < Ngy1 < ...

de tal forma que z,, € Ii,Vk. Temos entdo uma subsequéncia (z,, ) de (z,).
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Note ainda que z,, € Ij e c € I, isto implica que

br—1 —ar—1 b1 — a1
|C*$nk|§€]k:bk*ak:fiiwﬁo

quando k — +o0.

Portanto, (z,,) é uma subsequéncia de (z,) tal que z,, — c.

4.9 Sequéncia de Cauchy

Até o presente momento de nosso estudo de sequéncias vimos por exemplo, que
para provar que uma sequéncia é convergente precisavamos, a priori, conhecer
o candidato a limite. Porém, nem sempre isso é possivel. Nesta se¢ao vamos
apresentar um outro critério mais interessante para mostrar se uma sequéncia
é convergente sem precisar saber para quanto ela converge. Para isto vamos

definir sequéncia de Cauchy.

Definigao 4.19 Dizemos que uma sequéncia (x,,) é de Cauchy se, para qual-
quer £ > 0 dado, existir um indice ny € N tal que, para quaisquer indices

m,n > ng implique em |z, — z,| < &.

A ideia geométrica desta defini¢do é bastante simples: uma sequéncia (z,,)
chama-se de Cauchy se, dado um raio € > 0, existir um indice ng tal que
a distancia entre dois termos quaisquer da sequéncia, a partir do indice ny,

estarao préximos um do outro a menos de €.

AL

H n+1\

Observe na ilustragao que, fixado um raio € > 0, temos que a distancia

_‘E-! 4-

H

(28]

o
Q
%

entre r1 e o é maior do que este €, as distancias entre x1 e x3 e entre x5 e x3

também sao maiores do que ¢, e assim por diante. Porém, a partir de um indice
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ng dois termos quaisquer da referida sequéncia equidistam entre si a menos de €.

A proposicao a seguir mostra um importante resultado.
Proposicao 4.20 Se uma sequéncia (x,,) for convergente, entdo ela € de Cau-
chy.

Demonstragdo. Seja (z,) uma sequéncia convergente e seja a o seu limite.
Assim, dado € > 0, Ing € N tal que, Vn > ng = |z, —a| < §. Desta forma,

tomando m,n > ng temos

€ €
|z — al <3z e |zy, —a| < 7
Avaliando a distancia entre x,, e x,, temos
[T — Xn| = |Tm — a4+ a—xn| <|zm —a| + |2, —a| < %Jr%:s.

Ou seja, dado € > 0, mostramos que dng € N tal que, Vm,n > ng =

|Tm — xn| < €, ou seja, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.
O

Queremos provar que a reciproca da Proposigao acima também é verdadeira.

Porém, precisamos ver primeiramente o Lema abaixo:
Lema 4.21 Se (z,,) € uma sequéncia de Cauchy, entao ela € limitada.
Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy e tome e = 1. Entao,
Ino € N tal que, Vm,n > ng = |z, — x| < 1.
Em particular, fixando n = ng (o que é vélido), segue que ¥Ym > ng temos
[T — Tnp| <1 =1 < Xy — Ty < 1S Xy — 1 < Ty < Xy + 1.
Portanto, &, € (xn, — 1,2y, +1),Vm > ng, ou seja, a partir do indice ng todos

os termos da sequéncia (z,) ficam no intervalo (x,, — 1, 2, + 1).

Resta observar a quantidade finita de termos que ficaram fora deste inter-
valo, ou seja, os termos z1, Za, ..., Tn,—1 € 0s extremos do intervalo acima

Tny — 1 € Tp, + 1. Para isto, defina o conjunto

X ={21,%2, o, Tng—1,Tng — L, xn, + 1}.
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Como X é um conjunto finito podemos destacar o menor e o maior elemento.
Assim, tomamos ¢ = min X e b = max X. Desta forma, conseguimos encontrar
um intervalo [a,b] tal que =, € [a,b],¥n € N, ou seja, a sequéncia (z,) de
Cauchy ¢ limitada.

O

Proposicao 4.22 Se (z,) € uma sequéncia de Cauchy, entdo ela é conver-

gente.

Demonstragdo. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema anterior
segue que (x,) é limitada. Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe

uma subsequéncia x,, convergente, digamos, z,, — a.

Afirmamos que lim z, = a.
n—-+o0o
De fato, primeiramente, sendo (x,) de Cauchy, temos que dado ¢ > 0,
Jne € N tal que Vm,n > ng = [2;m — 2,] < 5.
Ainda, como z,, — a, temos que, para o mesmo ¢ > 0, In; € N tal que,

Vg >ny = |z, —al < 5.

Tome n = max{ng,n1}. Entdo, ¥Yn > 7, escolhendo um indice ny > 7,

temos
e €
|20 — al = [(Tn — Tn,) = (Tny — )| < |2n — Ty | + |20, —al < 3 + B =&,
o que prova que lim =z, = a.
n—-+oo |:|

Teorema 4.23 Seja (x,,) uma sequéncia e seja X € R, com 0 < A < 1, tal que
|Znt1 — Zn| < MNzp — Tp_1], Vn > 2.
Entdo, a sequéncia (x,) € convergente.

Demonstragao. Vamos mostrar que (z,) é uma sequéncia de Cauchy e, por-

tanto, convergente.
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Param >n € N, tome p > 0 tal que m = n + p. Assim,

= |-Tn+p — Tn4p-1 + Tn4p—1 — Tn4p—2 + Tn+4+p—2 + . FTpo1 — -Tn| <
S |xn+p - zn+p71| + |xn+p71 - xn+p72| + ...+ |1'n71 - :Cn|;

ou seja, obtemos
[T — 2| < |zn+p - zn+p71| + |zn+p71 - zn+p72| oot [T — x| (4.6)

Pela hipotese do Teorema segue que quaisquer dois termos consecutivos zy

e x,_1 da sequéncia (x,) podem ser estimados por
|z — Tp—1| < NTho1 — Th—a| < N|wp_n — Tp_3] <

<Nzpz — xp_g] < oo SN2 — 24

Assim, temos que (4.6) fica majorado por
[Zm = @n| < |Tntp = Tptp-1] + [Tntp—1 = Tnap—2| + .+ [2n1 — 2| <

< )\n+p72|1'2 - -Tll + )\n+p73|$2 - .T1| + )\n+p74|1'2 — $1| +...+ )\n71|$2 — $1| =
= (AP PSP NPT [y — .

O aditivo entre parénteses ¢ uma soma de uma progressao geométrica de
n+p—2—(n—1)=p—1 termos de razao A~!, e sabendo que a soma Sy de
k termos de uma P.G. de razao q é dada por

k
ai aiq
Sp=—————
k 1_ q 1_ qa
segue que
>\n+p72 >\n+p72(>\71>p71
An+p72 >\n+p73 >\n+p74 /\nfl — o —
+ + + 1—X"1 1—X"1

B /\n+p71 A7

a1 A—1’

e dai

|$m _ $n| < ()\nerfQ + )\n+p73 4 )\n+p74 + )\nfl) |$2 — x| =
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)\nerfl A7 A\ >\n+p71
= — — e — <
()\—1 A—1>|$2 @] (1—)\ 1—)\>|$2 m| <

n

<
T 1-A

Assim, dado € > 0, tome ng € N tal que
(1=XNe
v — 21|’

|2 — 21

A0 <

Entao, Vn > ng, sendo 0 < A < 1, obtemos

AT AT,
Logo,
)\n )\no
< 3
1-A 7 1=\
e, portanto, Vm,n > ng, vale
A" A0 (1 — )\)E |£L'2 - $1|
_ < _ < < . =
lom =l € T3l —ml < g3 e —ml < A =

ou seja, (x,) é uma sequéncia de Cauchy, e entdo, pela Proposicao 4.22 ela é

convergente.

O

4.10 Ponto aderente. limsup e liminf

Como j& sabemos, a sequéncia (x,) dada por z, = (—1)"

, embora seja limi-
tada, ela nao é convergente, pois nao é mondtona. No entanto, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, como tal sequéncia ¢ limitada, podemos extrair uma
subsequéncia convergente. De fato, neste exemplo, é possivel destacar duas
subsequéncias convergentes, a subsequéncia dos termos pares (z2,), dada por
To, = 1, ou seja,

(x2n) = (1,1,1,1,1,1,...),

que converge para 1; e a subsequéncia dos termos impares (z2,-1) dada por

Ton—1 = —1, ou seja,

(wgn_l) = (—1, —1, —1, —1, )
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que converge para —1. Tais valores aos quais as subsequéncias convergem sao

chamados de pontos aderentes. Ou seja, temos a definigao que segue.

Definigao 4.24 Seja (z,,) uma sequéncia. Dizemos que um ponto ¢ € R é um
ponto aderente para a sequéncia (z,) se existir uma subsequéncia (z,, ) tal que

Ty, — C.

Na introducao dada acima temos que 1 e —1 sao pontos aderentes da

sequéncia z, = (—1)".

Proposicao 4.25 Seja (z,) uma sequéncia e ¢ € R. Entao, o ponto ¢ € ponto

aderente de (x,,) se, e somente se, para todo € > 0, o conjunto
{neN:z,€(c—¢cc+e)}
€ infinito.

Demonstragdo. Suponha que ¢ € R seja ponto aderente de (z,). Entdo,

existe uma subsequéncia (z,,) de (z,) tal que z,, — c.

Tome £ > 0. Entao, pela definicao de limite segue que existe um indice

ng € N tal que, Vng > ng, implica em |z, — ¢| < €, ou seja, implica em
c—e <y, <c+e, Vg > ng,

e como tal desigualdade, pela definicao de limite, vale para uma infinidade de

indices ny, desde que ng > ng, concluimos que o conjunto
{ng : xn, € (c—¢e,c+¢)}
é infinito.
Reciprocamente, suponha que Ve > 0, x,, € (c—¢, c+¢) para uma infinidade

de indices n. Vamos construir uma subsequéncia (z,, ) tal que x,, — c¢. De

fato, como a contencao acima vale para todo € > 0, entao:
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e Parae =1> 0, o conjunto de pontos de (x,) tais que z,, € (c—1,c+ 1)

¢ infinito. Entéo, escolha um indice n tal que z,, € (¢ —1,c+1).

e Parac = % > 0, o conjunto de pontos de (z,,) tais que z,, € (c— %, c+ %)

é infinito. Assim, escolha um indice ny > n; tal que z,, € (¢ — %, c+ %)

e Parac = % > 0, o conjunto de pontos de (z,,) tais que x, € (c—3,c+ )

¢ infinito. Assim, escolha um indice nz > ny tal que z,, € (c— 3,¢+ 3).

e Segue a construcao por indugao: para £ = % > 0, suponha escolhido

o indice ny > nk_1, tal que x,, € (v — %,c + %) para uma infinidade
1
E+1
_ 1

E+17

de indices; para ¢ = > 0, escolhe-se o indice nx4+1 > ni tal que o

conjunto {n € N : (c c+ k+r1)} é infinito.

Assim, por indugdo construimos uma subsequéncia (z,,) de (z,)tal que

o que, fazendo k — oo concluimos que z,, — c.

Portanto, ¢ é um ponto aderente para a sequéncia (zy,).

O

Proposicao 4.26 Se (x,,) for uma sequéncia limitada, entdo existe o maior e

o menor valor de aderéncia.

Demonstragdo. Seja (r,) uma sequéncia limitada. Ent&o, pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, existe pelo menos um ponto de aderéncia para a sequéncia
(). Defina por C' o conjunto de todos os pontos de aderéncia de (zy), ou
seja,

C ={ceR : ¢ évalor de aderéncia para (zy)}.

Pelo comentado acima, temos que C # ). Logo, estd bem definido. Escreva

A=infC e B=supC.
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Afirmamos que B € C. De fato, como B = sup C, entao, Vk € N, d¢;, € C
tal que
1
B—-—-<¢, <B.
A kS
Entao, pelo Teorema do Sanduiche para sequéncias, como B — % — B e
B — B quando k — 400, concluimos que ¢y — B. Logo, B também ¢é um

valor de aderéncia para (x,), i.e., B € C, e B =supC é o maior elemento.

Analogamente se mostra que A = infC' € C e, consequentemente, C

também possui um menor elemento.

O

Pela Proposigio acima, sendo (z,) uma sequéncia limitada, entdo sempre
existem o maior e o menor valor de aderéncia. Isso nos motiva apresentar a

definigao que segue.

Defini¢ao 4.27 Seja (z,) uma sequéncia limitada. Definimos, respectiva-

mente, os limites inferior e superior de (z,) por
e limsup z,, = limx,, = o maior valor de aderéncia de (),
e liminf x,, = limx,, = o menor valor de aderéncia de (x,).

Assim, por exemplo, sabemos que a sequéncia z, = (—1)" possui apenas
dois valores de aderéncia —1 e 1, visto que a subsequéncia dos termos impares
converge para —1 e a subsequéncia dos termos pares converge para 1. Neste
caso, tem-se que

liminfx, = -1 e limsupz, = 1.

Proposicao 4.28 Seja (x,) uma sequéncia limitada. Entao, (x,) € conver-
gente se, e somente se, existir um unico ponto de aderéncia (ou seja, se

lim inf 2, = lim sup ., ).

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia limitada.

Suponha que (z,,) é convergente, i.e., 2, — L.
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Entdo, para qualquer subsequéncia (z,, ) de (x,), tem-se que x,, — L, e

portanto, o inico ponto aderente de (x,) é L.

Reciprocamente, suponha que exista um tnico ponto de aderéncia ¢ € R
da sequéncia (x,), ou seja, que existe uma subsequéncia de (z,) que convirja

para c.
Afirmamos que z,, — c.

De fato, se por absurdo tivermos que z,, /4 ¢, entao?
Jep > 0 tal que, Vng € N, In > ng tal que |z, — ¢| > e,

ou seja, T, & (¢ — €0, ¢+ €o).

Ou seja, existe 9 > 0 tal que existe uma subsequéncia (x,, ) de (z,,) fora

do intervalo (¢ — &g, ¢+ €9).

Como (z,,) é limitada, por hipdtese, entao (z,,) também é limitada. Logo,
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, segue que existe uma subsequéncia (z,, ke )
de (z,,) tal que converge para um valor d € R, com d # ¢, pois Ty, ¢

(¢ —e9,c+ &), ou seja,
T, —d, com d#c.

Assim, d é um outro ponto de aderéncia de (x,,) diferente do ponto ¢, mas

por hipétese, temos que ¢ era o tnico ponto de aderéncia para (z,). Absurdo!
Logo, x, — c.

Isso conclui a prova da Proposicao.

2Isto é a negacdo da definicdo de limite de sequéncia.



Capitulo 5

Nocoes topoldgicas na reta

5.1 R como um Espaco métrico

Defini¢ao 5.1 Um espa¢o métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto
nao-vazio e d é uma métrica (ou fun¢do distancia) em M, que é uma fungdo

d: M x M — [0,+00) tal que, Va,y,z € M, valem os axiomas
(i) d(z,y) > 0; d(x,y) =0 < x =y (positividade)
(i) d(z,y) = d(y, x) (simetria)

(iil) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (desigualdade triangular)

No que segue, apresentamos alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 1. Tome M = R e a distincia d entre dois pontos dada por d(x,y) =
|z —yl. E fécil ver que d define uma métrica em R. De fato d cumpre todas as

propriedades apresentadas na definicao acima: dados z,y, z € R, temos
() d(z,y) =z —y[>0ed(z,y) =0 |z -y[=0cr-—y=0cr=y;
(i) d(z,y) = [z —y| = |y — x| = d(y, v);

(i) d(z,y) =[x —y| = o — 2+ 2 —y[ < |z — 2| + [z —y[ = d(z, 2) + d(z,y).
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Dizemos que essa métrica induzida pelo médulo é a métrica usual de R.

De fato, sera sobre este espaco métrico que desenvolveremos os conceitos
topoldgicos de nosso curso. De todos os exemplos que apresentaremos, este é

um dos mais simples e, a0 mesmo tempo, o mais importante de todos.

Exemplo 2. Seja M = R"(espago euclidiano). Dados z = (z1,22,...,2n) €
y = (y1,Y2, .-, Yn) existem trés maneiras naturais de definir a distancia entre

dois pontos, a saber:

dl(ac,y) = |.T1 —y1| + ...+ |-Tn _ynl

do(z,y) = V(21 —y1)2 + oo + (T — Yn)?

doo (7, y) = max{|zy — Y1, ..., |Tn — ynl}

Afirmamos que as fungdes di,da, doo : R™ X R™ — [0, 400) acima descritas
sao métricas. Das trés, a mais dificil de provar é a dy, chamada de métrica
euclidiana, pois requer o estudo da desigualdade de Schwarz para provar a de-

sigualdade triangular, e isso foge de um curso de Andlise na Reta.

Exemplo 3. FEspaco métrico discreto: Tomamos M qualquer conjunto nao-

vazio e definimos a aplicagdo d : M x M — [0, +00) por

d(z,y) 0, sex=y
T,y) =
Y 1, sex#y

E fécil ver que (M, d) é um espago métrico (conhecido como espago métrico

discreto).
Exemplo 4. Espaco B(A,R) de fungdes limitadas.

Seja A um conjunto arbitrdrio. Uma funcdo f: A — R chama-se limitada
quando 3k > 0 tal que |f(z)| < kVz € A.
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Indicamos por B(A,R) o conjunto das fungdes f : A — R limitadas, i.e.,
B(AR)={f: AR : f élimitada }.
Definimos em B(A,R) a aplicagdo d : B(A,R) x B(A,R) — [0, +00) por

d(f,g) = sup |f(x) — g(=)].

Afirmamos que esta aplicacao é uma métrica e deixamos a verificagao deste

fato para o leitor.

Defini¢ao 5.2 Seja (M,d) um espago métrico, a € M, ¢ > 0. Definimos
a bola aberta de centro em a e raio € e a bola fechada de centro a e raio &,

respectivamente, como sendo os conjuntos

B(a,e) = B:(a) ={zx € M : d(z,a) < e},

Bla,e]={x e M : d(z,a) < e}.

Em particular, quando M for o corpo dos niimeros reais, munido da métrica

usual d(z,y) = | — y| em R (Exemplo 1) teremos
B(a,e)={zeR :d(x,a) <e}={zeR: |z —a|<e}=
={zeR: —e<z—a<e}={reR:a—e<zr<a+te}=

=(a—¢a+e),

ou seja, a bola aberta centrada em a e raio € corresponde com o intervalo aberto

centrado em a e raio €.

Analogamente, tem-se

Bla,e] = [a —¢,a + €.
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5.2 Pontos interiores. Conjuntos abertos

Definigao 5.3 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. Dizemos que
a € X é um ponto interior do conjunto X se, e somente se, existir ¢ > 0 tal

que B(a,e) C X.

Ou seja, um ponto é interior em um conjunto X se, e somente se, for possivel
construir uma bola aberta centrada no referido ponto, que fique inteiramente

contida em X. Abaixo temos uma ilustracéo.

A definicao apresentada acima é geral, ou seja, vale para qualquer espaco
métrico (M,d). Vamos “traduzir” o conceito acima para o nosso caso de in-
teresse: dado X C R e a € X, dizemos que a é um ponto interior de X se, e

somente se, existir € > 0 tal que B(a,e) C X, i.e., se, e somente se
{xeR: |z —a|<e} CX,
ou seja, se, e somente se,
(a—¢e,a+¢e)C X.

Em outras palavras: um ponto a € X é interior ao conjunto X C R se for
possivel construir um intervalo centrado em a tal que o mesmo fique inteira-

mente contido em X.

O conjunto de todos os pontos interiores de um conjunto X chama-se inte-

rior de X e é denotado por int (X).

Doravante, vamos usar a notagao de intervalo para bola aberta, pois esta-

remos tratando, especificamente no espago métrico dos niimeros reais.
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Vejamos um exemplo importante.
Exemplo. Dados a < 3, considere o conjunto X = [, 3) C R.
Afirmamos que int(X) = («, §).
De fato, note que, Va € (a, 8), 3e > 0 tal que (a —e,a+¢) C (o, 8) C X.

Mas « € int(X), pois Veg > 0, tem-se (o — €g,a +¢9) ¢ X = [a, 8), pois o

intervalo (o — €9, a + €p), por construgdo, contém pontos “4 esquerda” de a.

E importante observar que o conceito de interior de um conjunto é rela-
tivo, ou seja, sempre devemos nos referenciar em relagdo a qual conjunto. Por
exemplo, o conjunto Q dos nimeros racionais possui, em R, interior vazio, pois,
fixado ¢ € Q, independente do € > 0 tomado, nenhuma bola centrada em Q
com raio € estard inteiramente contida em Q, isso por forca da densidade dos
irracionais no conjunto dos reais (veja o Corolario 5.6). Porém, em relacao ao
préprio conjunto dos racionais tem-se int(Q) = Q, pois neste caso a nogao de

intervalo é sobre o corpo ordenado dos racionais, apenas.

Dado um conjunto X, toda vez que mencionarmos apenas no interior de
X, i.e., toda vez que escrevermmos somente int(X) sem nos referenciarmos em
relacdo a qual conjunto, consideraremos que o conjunto de referéncia sera o

conjunto R dos nimeros reais.

Proposigao 5.4 Seja X C R. Entao, valem as propriedades:
(a) int (X) C X.
(b) Se X C Y, entdo int(X) Cint(Y).

Demonstragao. (a) Se a € int(X), entdo Je > 0 tal que (a —e,a+¢) C X.
Em particular, a € X. Logo, vale (a).
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(b) Se a € int(X), entdo Je > 0 tal que (a —e,a+¢) C X, e como por hipdtese

X CY, segue pela transitividade da contencao que
(a—¢e,a+¢)CY,

ou seja, a € int(Y). Isso prova (b).

Proposicao 5.5 Seja X C R. Se int(X) # (), entdo X é ndo enumerdvel.

Demonstragao. Se int(X) # (), entdo existe a € X tal que para este ponto
existe ¢ > 0 tal que (a — e,a + &) C X, ou seja, o conjunto X contém um
intervalo aberto, e como um intervalo é nao enumerével, segue o resultado.

O

Observamos que a reciproca dessa Proposicao nao é verdadeira, ou seja, o

fato de X ser ndo enumerdvel nao implica em int(X) # 0.

Por exemplo, sabemos que o conjunto I dos niimeros irracionais é nao enu-
merdvel, porém, mostremos que int(I) = (), em relagao aos reais. De fato, isto
vai acontecer pois devido a densidade dos racionais nos reais todo intervalo
aberto possuird nimeros racionais. Sejamos mais precisos: dado a € I, temos
que, Ve > 0, pela densidade de Q em R segue que g € Q tal que g € B(a,¢),
e entdo B(a,e) ¢ 1. Disso, segue que int(I) = 0.

Corolério 5.6 Se X C R for enumerdvel, entdo int(X) = 0.

Demonstragao. Suponha X C R enumerdvel. Se por absurdo tivermos
int(X) # 0, entao pela Proposigao 5.5 terfamos X nao enumeravel, uma ab-
surdo! Logo, int(X) = 0.

O

Por exemplo, temos que int(N) = int(Z) = int(Q) = @, visto que os conjun-

tos N, Z e Q sdao enumeraveis.
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Uma observagao que pode parecer um tanto “chocante” consiste na seguinte:
Em relagao ao conjunto R, temos que int(Q) = int(T) = @, e int(R) = R, e no
entanto R = Q U I, ou seja, um conjunto com interior nao vazio é a uniao

disjunta de dois conjuntos com interior vazio!

Definicao 5.7 Dizemos que um conjunto X C R é aberto de R quando todos

os seus pontos forem interiores, ou seja, quando int(X) = X.

Observe que como pela Proposicao 5.4- item (a) sempre vale a contengao
int(X) C X, podemos “enfraquecer” a defini¢ao acima dizendo que um con-

junto X é aberto se, e somente se, X C int(X).

Observe que o conjunto vazio @) é aberto pois um conjunto sé deixa de
ser aberto se existir algum ponto no conjunto que nao seja interior, e como
nao possui elemento algum, a condigao acima nao pode ser cumprida. Logo,

conclui-se que o mesmo ¢é aberto.

A reta inteira R também é um conjunto aberto, pois int(R) = R. De fato,
Va € R, tomando por exemplo ¢ = 1, tem-se que B(a,1) = (a—1,a+1) C R.
Ou seja, a € int(R). Como a € R é qualquer, concluimos que R C int(R),
ou seja, int(R) = R, visto que pela Proposigao 5.4-(a), a contencao contréria

sempre vale.

Proposigao 5.8 A intersecao finita de conjuntos abertos de R € um conjunto
aberto de R

Demonstragao. Sejam X1, Xs,...X,, C R abertos de R.
Defina o conjunto X := N}, Xj.

Afirmamos que X é um aberto de R. De fato, dado a € X um elemento

qualquer. Vamos mostrar que a € int(X).

Como a € X = NX;, entdo a € X;, Vi € {1,2,....,n}. Como cada X; é
aberto, tem-se que
a € int(X;), Vi€ {1,2,...,n}.
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Entao, Jeq,e9,...,6, > 0 tais que B(a,e;) C X;, Vi=1,2, ...

Tome € = min{ey, €9, ..., }. Entéo,
B(a,e) C B(a,&;) C X;, Vi € {1,2,...,n},

e, portanto,
B(a,e) c N1 X; = X,

ou seja, a € int(X).

Ou seja, dado a € X, mostramos que a € int(X). Como a € X é qualquer,
segue que X C int(X), ou seja, X = NI ; X; também é aberto de R.
[l

Obs.: Observe que a Proposicao acima nos diz que a intersecao de uma quan-
tidade finita de conjuntos abertos resulta num conjunto aberto. Porém, a in-
tersecao de uma quantidade infinita de abertos pode nao resultar num aberto.
Por exemplo, se considerarmos a familia (X, ),en de intervalos abertos definida
por X, = (f%, %), é facil ver que NS, X,, = {0}, que nao é aberto.

Convém o leitor observar por qué a demonstragao dada na Proposigao acima

falha se tomarmos uma quantidade infinita de abertos de R.

Felizmente, para a uniao temos uma resposta diferente. Na Proposicao que

segue estabelecemos um resultado geral (i.e., a unidao pode ser finita ou infinita).
Proposigcao 5.9 A unido de uma familia de abertos de R € um aberto de R.

Demonstragao. Seja (X))aea uma familia qualquer de conjuntos abertos de

R (pode ser finita ou infinita enumerdvel). Defina o conjunto
X = Uxea X

Dado a € X = UyX,, vamos mostrar que a € int(X). De fato, como
a € Uxea Xy, entao 3Xg € A tal que a € X,.
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Como X, é um aberto de R, segue que 3¢ > 0 tal que B(a,e) C X, C
Ua Xy = X.

Ou seja, a € int(X), como querfamos mostrar.

Assim, como a é qualquer em X, mostramos que X C int(X), ou seja,

X = UjeaX) tamém é um conjunto aberto de R.
O

Vejamos um exemplo.
Exemplo. Mostremos que R\ Z é um conjunto aberto.

De fato, basta observar que

R\Z=|J(n—-1,n),
nez
uma unido enumeravel, onde cada intervalo (n—1,n), obviamente, é um aberto.
Pela Proposigao 5.9 segue que tal uniao enumeravel é também um aberto de
R.

5.3 Pontos aderentes e conjuntos fechados

Definicao 5.10 Dizemos que um ponto a € R é aderente a um conjunto X C R

se ele for limite da alguma sequéncia (z,) de pontos z,, € X.

Note que todo ponto a € X é aderente a X, pois podemos considerar a

sequéncia constante x,, = a, Vn € N.

No entanto, pode ocorrer que um ponto a seja aderente a um conjunto X
sem pertencer ao mesmo (e este serd o caso interessante de se estudar em limi-
tes, por exemplo). Por exemplo, se considerarmos X = (0, 1), temos que 0 & X,
mas mesmo assim ele é aderente a X, pois podemos considerar a sequéncia de

pontos x,, = onde z,, € (0,1),¥n, com z,, — 0.

1
n+1?
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Do mesmo modo, 1 também é aderente a X = (0, 1), pois, por exemplo, a

sequéncia x, = 1 — p%n é tal que x,, € (0,1),Vn, e , = 1, com 1 & (0, 1).

Ja foi estudado no final do Capitulo anterior o conceito de ponto aderente

de sequéncias.

Definicao 5.11 O conjunto de todos os pontos aderentes de um conjunto X

chama-se fecho de X, e é denotado por X.

Note que, como para todo a € X, a sequéncia (x,) = (a,qa,qa,a,....) é tal
que =, — a, entdo, todo ponto de X é aderente a X, isto é, a € X, donde

segue que, independente do conjunto X, sempre se tem X C X.

Proposigao 5.12 Sejam X e Y subconjuntos do conjunto dos reais tais que
XCY. Entio X CY.

Demonstragao. Suponha X C Y. Dado a € X. Entfo, existe sequéncia (z,)
de X tal que z, — a. Como X C Y, segue que z, € Y, Vn € N e que z,, — a,
i.e., (z,) também é uma sequéncia de pontos de Y que converge para a € R,

i.e., a € Y. Ou seja, mostramos que X C Y.

O
Teorema 5.13 Seja X C R. Sdo equivalentes as sequintes afirmacoes:
(i)ae X,
(ii) 3 (xn) C X tal que z, — a,
(ili) Vn € N, B(a, ) N X # 0.

Demonstragio. (i) = (ii). E a defini¢io de ponto aderente dada.

(ii) = (iii). Suponha que exista uma sequéncia (z,) de pontos de X tal que

2, — a. Por absurdo, suponha que 3ng € N tal que B(a, n%) NX=0.
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Como z, — a, x, € X, Vn, entao, em particular, para ¢ = nlo > 0, segue

que Iny € N tal que, ¥n > ny, implique em |z, — a| < n%’ ou seja,

1
Tn € Bla,—)NX =0, Vn > ny,
no

ie., z, € 0, Yn > ny, uma contradicao!
Logo, vale (iii).
(iii) = (i). Suponha que Vn € N, B(a, ) N X # 0.
Logo, para todo n € N, seja x,, € B(a, %) NnX,ie.,
1
zn €X e |z, —al < —. (5.1)
n

1 ’ . . ,
Dado ¢ > 0. Tome ng € N tal que 7o < & oqueé possivel, pois R é

arquimediano. Assim, ¥n > ng, temos, juntamente com (5.1),

1 1 .
|xn —a] < — < — <, ie,
n no

T, — a, com x, € X, Vn, ou seja, a é limite de uma sequéncia de pontos de
X, ie., a€ X. Logo, vale (i). Isso conclui a prova do Teorema.
O

Proposigao 5.14 Seja X C R. Entao:
(i) se X for limitado inferiormente, entdo inf X € X;
(ii) se X for limitado superiormente, entdo sup X € X;

Demonstragao. Faremos a prova de (i) e deixaremos a prova de (ii) para o
leitor.
(i) Como X C R e é limitado inferiormente, segue que existe inf X. Assim,

escreva a = inf X. Entao, temos que,

1
VneN,dx, € X tal que a <z, <a+ —,
n
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ou seja,

Bla,~)NX £ 0,

SN

e pelo Teorema 5.13 segue que a € X, como queriamos mostrar.

Vejamos um exemplo de aplicacao.

Exemplo. Sejam a e b ntimeros reais tais que a < b e considere o intervalo

aberto (a,b). Mostremos que

(a,b) = [a,b].

De fato, j& sabemos que (a,b) C (a,b), e como inf(a,b) = a e sup(a,b) = b,

pela Proposicao 5.3 segue que a,b € (a,b).

Portanto, conluimos que
(a,b) = {a,b} U (a,b) = [a,b)].

Definigao 5.15 Um conjunto X C R chama-se fechado em R se contiver todos

os pontos aderentes, ou seja, se, e somente se, X C X.

Como sempre vale a contencio X C X, entdo podemos dizer também que
X C R é fechado se, e somente se, X = X.

Observe também que, em conjunto com a Defini¢ao 5.10 de ponto aderente
tem-se que X C R é fechado se, e somente se, V(z,,) C X, se ©,, = a, entdo
a € X. Ou seja, X C R é fechado se, e somente se, toda sequéncia de X for

convergente em X.

Como uma sequéncia é convergente se, e somente se, for de Cauchy, pode-
mos dizer que X C R é fechado se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy em

X for convergente em X.
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Proposigao 5.16 Seja X C R. Entao, X € fechado se, e somente se, o seu
complementar X& = R \ X for aberto.

Demonstragao. Suponha X C R fechado. Precisamos mostrar que X C g

aberto. Ou seja, precisamos mostrar que
Va € X% 3¢ > 0 tal que B(a,e) c XC. (5.2)

Seja a € XxC.

Por absurdo, suponha que (5.2) seja falso, ou seja suponha que nenhuma

bola B(a,¢€) esteja completamente contida em XxC.
Entéao, Ve > 0, B(a,e) N X # 0.
Em particular, Vn € N, 3z,, € B(a, %) nxX.

Logo, a sequéncia () assim definida estd contida em X, e é tal que z, — a.

Mas, como X é fechado, segue que a € X. Mas a € XC um absurdo!

Logo, vale (5.2), i.c., Va € XC 3¢ > 0 tal que B(a,e) C XC, ou seja, X0 ¢

aberto.

Reciprocamente, suponha que XC ¢ aberto. Logo, se a € XC, entao Je > 0
tal que B(a,e) € XC, ie., a € int(XC).

Mas, entio, como B(a,¢) € X& e X N XC =0, segue que B(a,e) N X = 0.
Entdo, a ndo é ponto aderente de X, i.e., a € X, ou seja, a € XC.

Logo, obtemos a € X L= g€ F, e como a é qualquer, concluimos que
X0 XC ie, X C X, ou seja, X é fechado.

Isso conclui a prova da Proposicao.
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Vejamos alguns exemplos de aplicagao da Proposicao acima.

Exemplo 1. E f4cil ver que o conjunto Z dos numeros inteiros é fechado em

R, pois VA \ Z é aberto, visto que pode ser representado por

R\Z=|J(n—-1,n),

ne”Z

uma uniao enumeravel de intervalos abertos, e, portanto, um aberto de R.
Exemplo 2. J4 vimos na secao anterior que @) e R sao abertos de R. Entao,
observe que:

e como R é aberto de R, segue que o seu complementar é fechado, ou seja,
) =RC ¢ fechado;

e como () é aberto de R, segue que o seu complementar é fechado, ou seja,
R = C ¢ fechado.

Ou seja, () e R sao simultaneamente abertos e fechados de R!

Observe também que existem conjuntos que nao sao nem fechados e nem
abertos. Por exemplo, o intervalo (0, 1] nao é fechado e nem aberto. Do mesmo
modo o conjunto @ dos nimeros racionais nao é nem fechado e nem aberto

(ambos em relagdo aos reais).

Exemplo 3. Dados a < b ntimeros reais, o conjunto [a,b] C R é um fechado

de R, pois o seu complementar
[a,b]° = (~00,a) U (b, +20)

é uma uniao finita de dois abertos de R, e, portanto, pela Proposicao 5.9 segue
que [a,b]® é um aberto de R. Logo, pela Proposi¢ao 5.16 segue que |a,b] é
fechado de R.

Corolario 5.17 A uniao finita de fechados de R € um fechado de R.
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Demonstragao. Sejam X, X, ..., X, conjuntos fechados de R. Vamos mos-
trar que U] ; X; também é um fechado de R. Pela Proposicdo 5.16 temos que
Xf, Xg, e x% sao abertos de R. Logo, pela Proposicao 5.8 segue que ﬂ?leiB

¢ um aberto de R.

Pela Lei de De Morgan,
N, X) = (U?:1Xi)c

é um aberto de R.

Logo, U, X, é fechado de R, como querfamos mostrar.
O

Corolario 5.18 A intersecdo de uma familia de fechados de R é um fechado
de R.

Demonstragao. Deixamos a encargo do leitor.

Vejamos um exemplo interessante.

Exemplo. O conjunto de Cantor. Denotemos Cy = [0, 1], que é um fechado

3 3),

de R, veja o Exemplo 3 acima. Retirando o intervalo central aberto (
de comprimento %, obtemos o conjunto C; = [0, %] U [%, 1], que é fechado, pois
é uma uniao finita de fechados, c.f. Corolario 5.17. De cada um dos dois
subintervalos de Cy, retiramos seus intervalos centrais abertos de comprimento
3% e obtemos o conjunto Cs, e assim continuamos indefinidamente. Ou seja,

determinamos os conjuntos
e Co = [0,1], formado por 2° = 1 intervalo fechado;

e Cy =1[0,3] U[3,1], formado por uma unido de 2! = 2 intervalos fechados

e portanto é fechado;

e Co=[0,4]U[2,4]U[2, IJUZ, 1], formado por unido de 2% = 4 intervalos

fechados e portanto é fechado;
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® C3 = [07%]U[2_27’%]U[%’2_77]U[%7%]U[%a%]u[%ag]U[%%]U[%, ];

formado por unido de 22 = 8 intervalos fechados e portanto é fechado;

e continuamos este processo indefinidamente. No passo n, teremos o conjunto
C,, formado por 2™ intervalos fechados, e, sendo um nimero finito de intervalos
fechados, pelo Corolario 5.17 tem-se que C,, também é fechado. Abaixo, temos
uma ilustracao dos primeiros conjuntos C,, onde o primeiro segmento esta

representando o intervalo [0, 1].

.,

O I —— O
C, n— — — —
C; mm . [ - . - .
. Em mm EE mm EE mm EE mm

Observe que cada C,, é nao vazio, pois na sua construcao, as extremidades
do conjunto C,_; permanecem e, recursivamente, este também é nao vazio,

pois contém as extremidades dos subintervalos de C, 2, e assim por diante.

Temos, assim, uma sequéncia de conjuntos (Cy,)n, tal que
CoDC1DCD-DCpDChg1 D

Com as notagoes acima, o conjunto C definido por

C=()Cn=ConCinCyN:--

n=0

formado pela interseccao de todos os C,, é chamado de conjunto de Cantor.

Observe que o conjunto de Cantor C é nao vazio, pois c.f. observamos acima,
em cada etapa de construcao dos C,, as extremidades dos intervalos fechados

sempre permanecem, portanto, permanecerao em C.
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Ou seja, temos que o conjunto de Cantor C é uma intersecao de uma familia
(infinita enumerdvel) de fechados de R, logo, pelo Coroldrio 5.18 segue que o

conjunto de Cantor C é um fechado de R.

5.4 Fronteira de um conjunto

Definigao 5.19 Seja (M, d) um espago métricoe X C M. Dizemos que a € M

é um ponto de fronteira para X se, e somente se, Ve > 0,
Bla,e)NX #0 e Bla,e)NXC 0.

Ou seja, dizemos que a € M é um ponto de fronteira de X C M se, e s6 se,
toda bola aberta centrada em a contiver tanto pontos de X como pontos fora
de X.

Abaixo apresentamos uma ilustracdo, onde a € M é um ponto de fron-
teira para o conjunto X, pois, independente do ¢ > 0 tomado, sempre B(a, ¢)

intercepta tanto X quanto X C,

Denotamos o conjunto de todos os pontos de fronteira de X C M por 90X,

e é chamado de fronteira de X.

Por exemplo, em M = R? munido da métrica di((z1,22), (y1,%2)) =
|z1 — y1| + |22 — y2|, temos que, dado X = {z € R? : d;(z,0) < 1}, entdo
0X = {x € R? : dy(z,0) = 1}. Faga um desenho para visualizar.

Nosso caso de interesse é quando M =R e d(z,y) = |x — y| a métrica usual

de R. Neste caso, a Definicao 5.19 fica adaptada na seguinte:

Definicao 5.20 Um ponto a € R chama-se ponto de fronteira para um con-

junto X C R se, e somente se, Ve > 0,

B(a,e)NX #0 e Bla,e)nXC 0.
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Proposicao 5.21 Seja X C R. Entdo 0X = X \ int(X).

Demonstragao. Para provar a igualdade desejada, provaremos duas afirmacoes:
Afirmagao 1. 9X C X \ int(X). De fato, se a € X, entdo, Ve > 0 tem-se

B(a,e)NX # 0, (5.3)

Bla,e) N XC £ 0. (5.4)

Entdo, de (5.3) segue pelo Teorema 5.13 que a € X e de (5.4) segue que
a & int(X). Logo, a € X \ int(X), i.e., vale a Afirmagao 1.

Afirmacdo 2. X \int(X) C 0X. De fato, dado a € X \ int(X). Entdo, como
a € X, pelo Teorema 5.13 segue que Vn, B(a, %) NX # (. Tome € > 0 tal que

% < £ (isso é possivel pois R é arquimediano). Assim, temos
1
B(a,—) C Bla,e¢),
n
e entao )
) # B(a,—)NX C B(a,e) N X,
n

ou seja,
B(a,e) N X # 0. (5.5)

Além disso, como também tem-se que a ¢ int(X), entdo, B(a,e) ¢ X, ou
seja,
B(a,e) N X® #£ 0. (5.6)

De (5.5) e (5.6) segue que a € 90X, ou seja, vale a Afirmacao 2.

Pelas Afirmagoes 1 e 2 segue o resultado.

No que segue apresentaremos alguns exemplos de aplicagao.

Exemplo 1. Mostremos que 9(0,1) = {0, 1}. De fato, basta notar que, c.f. a
Proposicao 5.21,

8(0,1) = (0,1) \ int(0,1) = [0, 1]\ (0,1) = {0,1}.
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Exemplo 2. Mostremos que 0Q = R. De fato, basta observar que

Q0 =0T\ int(Q) =R\ 0 = R.

5.5 Ponto de acumulacgao

Nesta se¢ao apresentaremos o conceito de ponto de acumulagao, que sera usado

no Capitulo seguinte.

Definicao 5.22 Sejam X C M um subconjunto de um espago métrico M e
a € M. Dizemos que a € M ¢é um ponto de acumulagcao de X se Ve > 0,
Jz € X, tal que x € B(a,¢) \ {a}.

Em outras palavras, a € X é um ponto de acumulagao de X se qualquer bola

aberta centrada em a, exceto o préprio ponto a, contiver pontos do conjunto X.

No caso do espago métrico ser R munido da métrica usual d(z,y) = |z — y|,
dado X C R, temos que a € R é ponto de acumulagao de X se, para todo
€ >0, existir x € X, tal que 0 < |z — a| <e.

Assim, por exemplo, sendo X = (0,1] C R, temos que, por exemplo, = 0
é ponto de acumulagao de (0, 1], pois, Ve > 0, segue que Jx € (0, 1] tal que

O+e 041
20 .

x € B(0,¢) \ {0}. De fato, basta tomar, por exemplo, = min{ s

O conjunto de todos os pontos de acumulagao de X é chamado de derivado

de X e é denotado por X’. Assim,
X'={aeR :Ve>0,(B(a,e)\ {a})N X # 0}.

Assim, por exemplo, observamos que Q' = R. De fato, obviamente se tem
que Q' C R, pela prépria definicao de derivado de um conjunto. Resta, entao
mostrar a desigualdade contraria. Dados a € R e € > 0 quaisquer. Pela

densidade dos racionais em R tem-se que

(B(a,e) \ {a}) NQ #0,
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e entdo a € Q', e como a € R é qualquer, segue que R C Q’, como querfamos

mostrar.

Analogamente se mostra que I’ = R e deixamos a encargo do leitor.

Proposigao 5.23 Seja X C R. Sao equivalentes:

(i) aec X'

(ii) Vn € N, 3z, € X tal que z, € B(a, £) \ {a}.

(iii) Eziste (x,) C X sequéncia tal que x,, # a,¥n e x, — a.
Demonstragao. (i) = (ii). Suponha que a € X’. Entédo, Ve > 0, Jz,, € X

tal que z,, € B(a,e) \ {a}.

Em particular, Vn € N, tome ¢ = %, e entdo =, € B(a, %) \ {a}, ou seja,

vale (ii).

(ii) = (iii). Suponha que, Vn tem-se que 3z,, € X tal que z,, € B(a, 1)\ {a}.
Entao 1
0<|an—al<—,VneN.
n
Dado € > 0, tome ng € N tal que ng > % Entao, Vn > ng, tem-se

1
1o

SRS

< <ég,
e dai, Vn > ng, temos
1 1
0<|zp,—al< =< —<eg,
n

no

ou seja, T, — a com T, # a, i.e., vale (iii).
(iii) = (i). Suponha que I(z,) C X, com z,, # a, Vn e tal que z,, — a.

Entao, Ve > 0, Ing € N tal que, ¥n > ng, x, € B(a,¢) \ {a}, i.e., vale (i).
O
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Exemplo. Seja X = {% : n € N}. Note que, escrevendo z,, = % ea=0,
tem-se que =, # a, Vn e x, = % — a = 0. Logo, pela Proposicao 5.23, segue
que 0 € X'.

Corolario 5.24 Seja X C R. Se X' # (), entao X € infinito.

Demonstragao. De fato, se X’ # (), seja a € X’. Entao pela Proposicao 5.23,
existe sequéncia (x,) C X tal que x,, # a, Vn e z,, — a, ou seja, o conjunto X

¢ infinito, pois contém essas sequéncia infinita.

O

Convém observar que a reciproca do Corolario acima é falsa, ou seja, se X
for infinito nao implica que X’ # (. Por exemplo, N é infinito, mas N’ = (), pois
Va € N, tomando € = § > 0, mas B(a, 3) \ {a} ndo contém nenhum ntimero

natural.
Proposigao 5.25 Se X C R, entdo valem as propriedades:
(a) X' C X.
(b) XUX'=X.
Demonstracao. (a) Dado a € X’. Entao, Ve > 0, temos
(B(a,e) \ {a}) N X #0.

Em particular, B(a,e) N X # (), e entdo a € X, como querfamos mostrar.

(b) De fato, como pelo item (a) vale X’ C X e como vale X C X, segue que
X UX'’C X. Resta mostrar a desigualdade contraria.

De fato, se a € X, entdo, Ve > 0, temos que B(a,e)N X # () (*). Temos,

pois, duas possibilidades:
eseac X,entdioac X C X UX/,
e se a € X, entdao devido a (*), (B(a,e) \{a})NX # 0, e entdao a € X' C
XUX'.

Em qualquer cos casos acima concluimos que a € X U X’. Logo, vale que

XcXuXx'.
O
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5.6 Subconjuntos compactos

Definigao 5.26 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. Dizemos que uma
familia (Cy)aea de conjuntos C C M é uma cobertura de X se, e somente se,
X C UxeaCl.

Ou seja, temos que Vo € X, I\g € A tal que x € C),.

Quando os C) da familia que cobre X forem abertos, dizemos que a cober-

tura (Cy\)aea é uma cobertura aberta de X.

Defini¢ao 5.27 Chama-se uma subcobertura de uma cobertura (Cy)xea de X

uma subfamilia (C)xea,, com Ay C A, tal que ainda se tem X C Uyea, Ch.

Frente aos conceitos acima estabelecidos, podemos finalmente apresentar a
principal definicao desta secao, ja adaptada para o espaco métrico dos reais,

nosso objeto de estudo.

Definicao 5.28 Um subconjunto K C R chama-se compacto de R quando

toda cobertura aberta de K possuir uma subcobertura finita.
Proposigao 5.29 Se K for um compacto de R, entdo K € limitado e fechado.

Demonstragao. Seja K um compacto de R. A prova consiste em mostrar
duas afirmagoes:

Af 01. K é limitado:

Para cada m € N fixado, defina o aberto K,, = (—m,m) de R. Note que

fj K, =R,
m=1

e dai
o0
Kc ) Kn=R
m=1
Portanto, a familia (K,,)men ¢ uma cobertura aberta de K. Como K é
compacto, por hipétese, segue que existe uma subcobertura finita de K, ou

seja, AM € N tal que
M

Kc |J Kmn=(-MM).

m=1
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Portanto, K é limitado, pois K C (—M, M).

Af. 02. K é fechado:
De fato, basta mostrar que KP=R \ K é um aberto de R.

Seja a € KC qualquer. Para cada n € N, defina o conjunto
1 1 1
Ky={zeR:|z—a|>—-}=(-00,a——)U —, .
{weR : fr—a| > 1} = (~00,a~ ) U(a+ -, +o0)

Logo, cada K, é um aberto de R.

Afirmamos que

R\ {a} = |J Kn. (5.7)

n=1
De fato, dado = € R\ {a}, entdo x # a, e dai, como R é arquimediano, Ing € N

tal que | — a| > n%, ou seja, temos que = € Ky, C |J,~; K,. Logo, temos

R\ {a} C |J Ka- (5.8)

n=1
Verifiquemos a contencao contraria: dado x € UZOZI K, entao Ing € N tal que
r € K,,, e entao

1
|z —a] > — >0,
no

ie, z € Rex #a,ousea, x € R\ {a}. Logo, obtemos

U K c R\ {a} (5.9)

n=1

De (5.8) e (5.9) segue a igualdade (5.7).

Como a ¢ K, segue que K C R\ {a}, o que, por (5.7) segue que

o0
K c | K.
n=1
Assim, temos que (K,), é uma cobertura para K. Como K é compacto,

por hipétese, segue que Jp € N tal que

P
1 1
K C UKn:Kp:(—oo,a—;)U(a—i—;,—i—oo).

n=1
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Disso, segue que K N (a — %,a+ %) = (), e entao B(a, %) C KC, ou seja, K©
é um aberto de R.

Isso completa a prova da Proposicao.
O

No que segue, mostraremos que a reciproca da Proposicao acima também é

verdadeira.

Teorema 5.30 (Teorema de Heine-Borel) Um subconjunto K C R € compacto

se, e somente se, for limitado e fechado.

Demonstragao. Se K C R for compacto, entao pela Proposicao 5.29 segue

que K é limitado e fechado.

Reciprocamente, suponha que K é limitado e fechado em R e seja (Ax)aea
uma familia de abertos que cobre K. Precisamos destacar uma subcobertura

finita de tal familia.

Por absurdo, suponha que K nao estd contido em nenhuma uniao finita de

elementos de (Ax)xea-

Como K é limitado, 3M > 0 tal que K C [—M, M], e denote por I} =
[—M, M]. Dividimos I; pelo ponto médio obtendo I} = [—M,0] e I, = [0, M].

. . 1" 7 ~ . .
Pelo menos um dos dois conjuntos I1 N K ou I; N K é ndo vazio e possui
a propriedade de nao estar contido na uniao de qualquer niimero finito de ele-

mentos da familia (A))xea-
Sem perda de generalidade, assuma que K N I} nao estd contido na unido
de um ndmero finito de conjuntos de (Ay)x, e denote I = I (caso contrario,

"
escreva Is = I).

Note que I C I3.
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. . . . . 1" .
Divida Iy ao meio em dois subintervalos I} e I,. Sem perda de generali-
dade, assuma que K N I} é ndo vazio e nao estd contido em uma unido finita

de abertos de (A )y, escreva Is = I} (sendo, escreva I3 = I;). Note que I3 C I5.

Seguindo indutivamente, obtemos uma sequéncia de intervalos (I,,) fecha-
dos e encaixados. Entao, pelo Teorema dos intervalos fechados e encaixados,
dc € I,,, Vn.

Disso, cada intervalo I, contém infinitos elementos de K, e ¢ € K, pois ¢ é

o limite de uma sequéncia de pontos de K. Como K é fechado, segue que ¢ € K.

Entao, existe Ay, em (Ax)x com ¢ € Ay,, e como Ay, é aberto, Je > 0 tal

que B(c,e) C Ay,.

Por outro lado, como os I,, sao obtidos por repetidas bisseccoes de I7 =

[-M, M], entao o comprimento ¢;, do k—ésimo subintervalo serd

M

Elk - F

< €.

M
Tome np € N tal que gm0z

Assim,
I,, C Ble,e) C Ay,.

Mas entao temos que se ng é tal que QTLIUV—[,Q < g, entao
Kﬁ]no C Ing C A)\oa

i.e,, K N1I,, estd contido em um tnico conjunto Ay, de (Ax)rea, um absurdo,
pois K N I,, por constru¢do nao poderia estar contido numa uniao finita de

abertos de (Ax)xea-

Logo, K ¢é compacto, concluindo a prova do Teorema.
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Um interessante exemplo de conjunto compacto é o conjunto de Cantor

apresentado na Sec¢ao 5.3, visto que o mesmo é limitado e fechado.

J& o conjunto Q dos racionais ndo é compacto pois nao é limitado (e nem
fechado).

Obs.: Alguns autores definem compacto como sendo limitado e fechado, ou
seja, usam o Teorema de Heine-Borel acima como definicao para compacto.
Neste caso, a Definigao 5.28 de compacto que apresentamos se torna um teo-

rema, chamado de Teorema de Borel-Lebesgue.



Capitulo 6

Teoria dos limites

6.1 Definicao e exemplos

Do capitulo anterior lembramos que, dado X C R, a € R é um ponto de

acumulacéo de X, i.e., a € X', se, e somente se,
Ve >0, 3z € X tal que z € B(a,e)\ {a}.

Ou seja, a € X' se, e somente se, Ve > 0, 3z € X tal que 0 < |z — a| < e.

Este conceito é fortemente usado na definigao de limite de funcao que apre-

sentamos a seguir.

Definigao 6.1 Sejam f : X — R e a € R um ponto de acumulagao do conjunto
X (i.e., a € X'). Dizemos que L € R é o limite de f(x) quando x tende para
@, € eSCrevemos

L = lim f(x),

T—a
se, € somente se,

Ve>0,30>0talque,Ve € X : 0< |z —a| <d=|f(x) — L| <e.

Obs. Observe que, para cada ¢ dado existe um §, ou seja, a escolha de ¢

depende da escolha de €.
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A definicdo de limite nos diz que dada f : X — R, fixado um raio € > 0,
construimos uma wizinhanga (L — e, L + ¢) centrada em L € R. Tomando-se
um ponto de acumulacao a € R, podemos construir uma vizinhanca perfurada
(a—6,a)U (a,a+ 9) em torno de a, de raio § > 0, tal que, existindo o limite,
significard que se tomarmos qualquer x na vizinhanca perfurada de a, e isto é
indicado por Vz € X,0 < |z — a| < 4, a distancia entre = e a é menor que J, e
positiva, e isto implicard que a distancia entre a imagem de x por f e o valor
L ficard menor do que . ou seia. implicard em |f(z) — L| < e. Abaixo temos

um desenho para ilu

L+&es
Fo)— T e

L-¢

k¢
A seguir apresentamos alguns exemplogde aplitidhio da definicao de limite.

|
|
I
I
I
1
|
1
1
i

Exemplo 1. Prove que hm1 3x+2=25.
T—

Solugdo. Seja f(z) = 3z + 2. Dado € > 0, precisamos achar § > 0 tal que
Va tal que 0 < |x — 1| < 4, implique em |f(z) — 5| < e. Para isto, avaliemos a
diferenca | f(x) — 5]:

[f(x)—=5|=13z+2—-5] =13z — 3| =|3(x — 1)| = 3|z — 1]
Como 0 < |z — 1| < §, temos

|f(z) — 5] =3z —1| < 30.
Como precisamos ter |f(z) — 5| < g, basta tomar e = 34, e daf obter
5

0=—.
3

Portanto, dado € > 0, conseguimos obter um § > 0 que satisfaz as desigualdades

exigidas da definicao geral de limite. Portanto, existe o limite acima, ou seja,

lim 3z + 2 =5.
x—1
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Exemplo 2. Prove que lim z? —2 =7.
r—3

Solugao. Dado ¢ > 0, vamos encontrar um 0 < § < 1 que depende do € dado
tal que
O<|z—=3|<d<l=|f(x)-T<e.

Analisando a desigualdade |f(z) — 7|

[f(2) =7 =]a? =2 =7 = |2* = 9| = |(z + 3)(z = 3)| = o + 3| - |+ - 3].
Como 0 < |z — 3| < d < 1, temos
e +3|=]z—3+6]<|z—3]+6<J+6.
Dai!
If(z) =7 =]z +3|-]x -3 < (0+6)§=3>+65 <& +65=T6.

€

Portanto, basta tomar € = 74, ou seja, obtemos § = = > 0. Isto prova a
igualdade requerida.

O

2¢—1 3
Exemplo 3. Mostre que ig ;+ 7 =1

Solugao. Primeiramente note que x # —2. Dado € > 0, vamos encontrar
0<d<1tal queVr : 0 < |z — 2| <4, implique em |f(x) — L| < . Avaliando

esta ultima diferenga, temos

5 — 10
4z +2)

[f(z) = L| =

r+2 4 4(z +2)

22 — 1 3}}4(2z1)3($+2)}

LObtivemos éxito nesta cadeia de desigualdades pois observamos que, sendo 0 < § < 1,
temos 2 < §. Realmente, se esta conclusio fosse falsa, ou seja, se §2 > §, entdo teriamos
§2—-8§>0,ie.,6(6—1)>0. Como § =0oud = 1ndo podem ocorrer, por construgio, segue
que 6(6 — 1) > 0. Sendo 6 > 0 e o produto (6 — 1) deve ser positivo, concluimos entdo que
§d—1>0, ou seja, d > 1, o que contradiz a construgao feita. Logo, realmente é verdadeira a
desigualdade §%2 < § para 0 < 6 < 1.
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_ 5z -2
4z 42
Como |z — 2| < 6, obtemos
5 0
—L - 6.1
o) -2 < 32 (6.1)

Precisamos agora fazer uma majoragio para |z + 2|. Note que
O<|lz—=2<d&e|z—-2|<dx#2c -0<zr—-2<6x#2
Somando 4 em toda esta ultima cadeia de desigualdades obtemos
4-d<r+2<i+4
Disso, segue que z +2 >4 — 4. Como 0 < < 1, temos —9 > —1 e dai

|t +2|>4—-0>4—-1>3.

1 1
Assim, tomando o inverso desta desigualdade obtemos m < 3 e com isto
x
(6.1) fica
50 50 50

) 20 _ %9
@ - < <13~ 10

50
Assim, basta tomar € = 12’ o que determina que podemos escolher § como

provando que limite acima existe.

6.2 Propriedades dos limites

Nesta secao apresentamos as principais propriedades de limites. Comecemos
com a questao da unicidade. Em todos os teoremas e resultados aqui apresen-

tados a é um ponto de acumulacao do conjunto X.

Teorema 6.2 (Unicidade do limite) Sejam f: X — R uma fungdo e a € X'.
Se lim f(z) =L e lim f(z) =M, entdo L = M.
T—a T—a
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Demonstragao. Seja f : X — R com a ponto de acumulacao de X. Supo-

nhamos que o limite exista, ou seja,

Flim f(x)=L e Jlim f(z) = M.

Tr—a Tr—a

Vamos mostrar que L = M. Por absurdo, suponha que L # M.

L-M

Tome entao € = g > 0.

Como lim f(x) = L, segue que 307 > 0 tal que Vo € Q, 0 < |z —a| < 1
r—a

:>|f(z)—L|<§.

Do mesmo modo, como lim f(x) = M, segue que 392 > 0 tal que Vz € Q,
r—a

0<|z—a|<52é|f(x)fM|<g.

Tomando 6 = min{dy, d2} > 0, segue que valem ambas as implicag¢oes acima.

Assim,
L= M| = L= f(@)+ f(&) - M| < |f() = L| +|f(@) - M| < S + = ==.

Logo,

|L — M| IL — M| 1

=1<z,

L-M|l<e=
| | <e 5 5

=|L—-M|<

o que é um absurdo. Portanto, L = M, ou seja, o limite é tinico.
O

Teorema 6.3 Se lim f(x) =L ea € X', entdo [ € limitada numa vizinhanga
r—a

do ponto a, ou seja, existem A > 0 e d > 0 tais que, YV € X tal que 0 <

|z —a| <0, entdo |f(x)] < A.

Demonstragao. Dado ¢ =1 > 0. Como 3 lim f(z) = L, segue que 36 > 0
r—a
tal que, Ve € X, 0< |z —a| < d = |f(z) — L| < 1.

Como, por propriedade dos mddulos,

[f(@) = L] < [f(x) = L] < 1,
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segue que
[f (@)l <1+ L],

ou seja, f é limitada por A := 1+ |L| numa vizinhanga do ponto a.
O

Teorema 6.4 O limite de uma constante € a prdpria constante. Em outras
palavras: seja f: X — R dada por f(x) =k, Ve € X, ondek e R ea € X'.
Entao

lim f(z) = lim k = k.

r—a r—a
Demonstragao. Queremos mostrar que lim k = k.
Dado € > 0, precisamos obter um § > 36_1531 que, Vz, 0 < |[x —a| < 0 =
[f(z) = L| <e.
Como
|f(x) = LI = |k — k| =0 <¢,

segue que qualquer d > 0 serve. Podemos tomar, por exemplo, § = €.
O

O teorema a seguir, conhecido por Teorema do sanduiche ou Teorema do
confronto, é de extrema importancia para provar resultados posteriores, tais

como limites notaveis.

Teorema 6.5 (Teorema do sanduiche) Sejam f,g,h : X — R fungées tais
que, YV € X temos f(z) < g(x) < h(z) e seja a um ponto de acumulagdo de
X. Se ilg}l f(z) = ilg}l h(x) = L, entdo
lim g(z) = L.
Demonstragao. Sejam f,g e h nas hipéteses do teorema.
Como lim f(x) = L segue que, dado € > 0, 367 > 0 tal que, Vo € X
0<|z— aTzaél = |f(z) — L| < ¢, donde segue que

—e< f(r)-L<e (6.2)

Como lim h(z) = L segue que, dado € > 0 (o mesmo), 3d2 > 0 tal que,
r—a
Ve e X,0< |z —a| <d2 = |h(z) — L| < &, donde segue que

—e<h(zr)—-L<e (6.3)
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Como, por hipétese, Vo € X temos
F(@) < g(a) < ha),
subtraindo L em toda esta cadeia de desigualdades obtemos
fl@) =L <g(z) - L <h(x) - L.

Tome § = min{dy,d2} > 0. Disso, segue que ambas as desigualdades (6.2)
e (6.3) serao verdadeiras. Como f(z) — L > —e, por (6.2) e h(z) — L < ¢, por
(6.3), segue que

—e< f(&)—L<g(x)—L<h(x)—L<e,
ou seja,
lg(z) — L] <,

sempre que 0 < |z — a|] < §. Isto prova o teorema.
(I

Proposig¢ao 6.6 Sejam f: X — R uma funcdo e a € X'. Sdo equivalentes as

afirmagoes:

(i) im f(x) =L;

Tr—a
(ii) Izn) C X, 2y = a, T, #a,Vn € N= f(z,) = L.
Demonstragao. (i) = (ii). Suponha que lim f(xz) = L. Suponha também
Tr—a

que exista uma sequéncia de pontos (z,) em X tal que z,, — a, com z,, # a, Vn.

Dado £ > 0. Como lim f(x) = L, segue que 36 > 0 tal que, Vax € X tal que
r—a
0 < |z —a| <4, implique em |f(z) — L| < €.

Como z, — a, T, # a,Vn, segue que dng € N tal que, Vn > ng, implique

em 0 < |z, —a|] <.

Entéao, em particular tem-se que |f(z,) — L| < €, ou seja, mostramos que
f(zn) = L, ie., vale (ii).
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(ii) = (i). Suponha que I(z,) C X, z, — a € T, # a, Vn = f(z,) — L.

Vamos mostrar que lim f(z) = L, ou seja, mostrar que
r—a
Ve >0,30 >0 talque Vz € X, 0< |z —a| <d=|f(x) - L] <e. (6.4)

Dado ¢ > 0. Por absurdo, suponha que néo exista § > 0 satisfazendo (6.4).

Assim, em particular, para § = 1, 3(z,,) C X tal que 0 < |z, —a| < 1,
mas

|f(xn) = L| > ¢,

ou seja, terfamos f(xz,) /4 L.

Porém, por hipétese temos que f(z,,) — L, um absurdo! Logo, vale (i).
[l

Vejamos um exemplo.

Exemplo. Prove que nao existe lim sen—.

z—0 xT
Solugao. Observe que 0 € X’. Para mostrar que nao existe o limite, vamos
construir duas sequéncias que convirjam para o ponto de acumulacao, mas que
as respectivas sequéncias das imagens convirjam para valores diferentes. Para
isso, defina as sequéncias (x,) e (y,) por

1 1

Ty =— € =
" ong Yn 2nm + 5

Entao, temos que z, — 0 e y, — 0, mas

1
f(zn) =sen = sen(2nm) = 0

2nm

=sen(2nw + =) — 1,

JEY =

f(yn) = sen

27171’—1—%
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logo concluimos que (ii) da Proposigao 6.6 é falsa, e entdo (i) também é falsa,
ou seja,

. 1
A lim sen—.
r—0 X

Isso aconteceu pois perto de x = 0 a funcdo f(z) = sen%, x # 0, oscila

“absurdamente” entre —1 e 1.

Teorema 6.7 Sejam f,g: X — R fungdes e a € X' tais que lim f(x) =L e
r—a

lim g(z) = M. Entao, valem as sequintes propriedades aritméticas
r—a

(a) lim (f(x) £ g(z)) = L+ M (o limite da soma € a soma dos limites e o
r—a
limite de diferenca € a diferenca dos limites)

(b) lim f(x)-g(z) = LM (o limite do produto € o produto dos limites)

r—a

(¢) lim f@) = %, desde que M # 0.

z—a g(x)
Demonstragdo. Sejam f e g tais que lim f(z) = L e lim g(z) = M.
r—a r—a
(a) Vamos mostrar que o limite da soma é a soma dos limites (a diferenca fica
como exercicio). Ou seja, mostraremos que

lim f(z) +g(z) = ligl f(z) + lim g(z) = L+ M.

T—a Tr—ra

Dado ¢ > 0.
Como lim f(z) = L, segue que 367 > 0 tal que Vo € Q, 0 < |z — a| < 41,

r—a
implica em

€
|f(z) — L] < 3 (6.5)
Como lim g(x) = M, segue que 393 > 0 tal que Vo € Q, 0 < |z — a| < dq,

Tr—a
implica em
£
5
Tomando 6 = min{dy,d2} > 0, temos que ambas as desigualdades (6.5) e (6.6)

lg(z) — M| < (6.6)

serdao validas e disso temos
[(f(z) +g(z)) = (L+M)| = |f(z) - L +g(z) - M| <

& &
§|f($)—L|+|g($)—M|<§+§<5-
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Assim, concluimos que dado € > 0 obtivemos um § > 0 tal que Vx € €,

0 < |z — a| < 0 implica em
[(f(@) +9(x)) = (L+ M)| = [f(z) = L+ g(z) - M| <&,

o que prova que lim f(x)+ g(z) = L + M, justamente o que querfamos.
r—a

(b) Dado € > 0.

Primeiramente note que pelo Teorema 6.3, como 3 lim f(x) = L, segue que f
é limitada por uma constante K > 0 numa vizinharf(;ado ponto a.

Assim?, temos neste caso que 30; > 0 tal que, Vo € X, 0 < |z —a| < &
= |f(z) - L| < -

2K
Além disso®, como lim g(z) = M, segue que 35, > 0 tal que Vo € X,
r—a

€
0<l|z—al <= ) - M < ——-——.
Assim, tomando § = min{d;,d2} > 0, as duas desigualdades acima serao

véalidas. Dali, avaliando a diferenca |f(z)g(z) — LM| para todo = € X, tal

que 0 < |z — a| < & obtemos, somando e subtraindo f(z)M, a estimativa
|[f(@)g(x) — LM| = |f(z)g(x) — f(x)M + f(z)M — L| <
< |f(@)g(x) — f(x)M]| + | f(z)M — LM| =
= |f(@)|-lg(z) = M|+ [M] - |f(z) - L] <

< Klg(z) = M+ [M]-[f(x) - L| <

< Klg(z) = M|+ (M| +1) - |f(x) - L] <
9 e e g

Logo, vale a propriedade (b).

2Este fato serve apenas para que no final da prova tenhamos uma majoracéo por € apenas,
mas se nao fizéssemos isso obterfamos ao final uma majoragdo dependendo de K e de €, o
que nao seria problema algum.

3Pela mesma razdo observada na nota acima, usamos | M|+ 1 para conseguir montar uma

majoragao, no final, apenas por €. Adicionamos 1 a |M| para abranger o caso quando M = 0.
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(¢) Primeiramente, observe que

fl@) oy L
g(x)_f() '

Portanto, para provar que (c) é verdadeira, basta provar a afirmacgao abaixo.

Af. ;E@ZM’COIDM#O:
Observe que
’; ) L‘ M —g(@)| _ |g) - M|
g(z) M Mg(z) |M] - |g(2)|
|M

Tome 6; > 0 tal que 0 < |z —a| < 01 = |g(x) — M| < T| (isto é possivel pois

lim g(z) = M). Além disso, temos
r—ra

M
9@ = M~ M + g@)] > |M]| — lo(a) — M| > |aa) - 2L~ 1]
|M]| 1 2 )
Portanto, |g(x)| > —, i.e., —— < —, e daf
2 lg(@)| ~ [M]
‘ 1 _i’:|g($)_M| |g($)_M|i: 2 |g(m)—M|
g(z) M| |M]-|g(z)| |M[ M| [MP?

Dado € > 0. Assim, como lim g(z) = M, temos que 392 > 0 tal que

r—a

M2
0<|zfa|<52é|g(z)fM|<%5.

Tome § = min{d,d2}. Assim, para este ¢ temos que 0 < |z — a| < ¢ implica

em 5
1 2 M
Lo e gt - ) e Jgte) - 2 <

&

ou seja,

Portanto vale a afirmagao.

Assim, pela afirmacao acima e usando o item (b), concluimos (c).
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Proposicao 6.8 Sejama € X' e f,g: X — R fungdes tais que lim f(x) =0
r—a
e g limitada em X \ {a}. Entdo,

lim f(z) - g(x) =0,

r—a

mesmo que nao exista o limite da g em x = a.

Demonstragao. Dado ¢ > 0. Como g ¢é limitada em X \ {a}, segue que
dM > 0 tal que |g(x)| < M, Vz € X \ {a}.

Como lim f(z) = 0, segue que 36 > 0 tal que, Vo € X: 0 < |z — a| < 0,

r—a
implica em
€
-0l < —.
F)~ 0] < —

Entao,

(@) g@) = 0] = [f(@)] - lg(@)| < 77 - M =&,

Isso conclui a prova da Proposicao.

Vejamos um exemplo de aplicacao.

1
Exemplo. Mostre que lim |z — 1] - sen(—) = 0.
z—1 z—1
Solucao. Considerando f(z) = |z—1|, temos que lim1 |x—1] = 0 e considerando
Tr—

g(z) = sen(ﬁ), sabemos que g ¢ limitada em R\ {1}, visto que |senc| < 1,
4

Va € R. Entao, pela Proposicao acima segue que

1
lim |z — 1] - sen(—) =0.
rx—1 rx—1

Teorema 6.9 (limite de fungdo composta) Sejam f : A — R, g : B —
R fungoes tais que f(A) C B, a ponto de acumulagio de A e b ponto de

acumulagao de B, com b € B. Se lim f(z) = b e limg(y) = ¢, entdo
T—ra y—b

lim (g 0 f)(x) = g(b), onde g(b) = c.

1
4E observe que A lim1 sen I’ basta observar o Exemplo dado apdés a Proposigao 6.6.
T— —
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Demontracao. Dado ¢ > 0. Como lin}7 9(y) = ¢ segue que 301 > 0 tal que
Yy—r

0 < |y —b|] < &1, implica em |g(y) — ¢| < €, onde ¢ = g(b).

Ainda, como li_r>n f(x) =b, para 61 > 0, segue que 3§ > 0 tal que

O<|z—al<d=|f(x)—b|] <d.

onde f(z) =y.
Ou seja, mostramos que dado € > 0, 30 > 0 tal que 0 < |z — a|] < 4, implica

em |g(y) — c| <e, ie., |g(f(z)) —gb)| <e.
Isto mostra que lim (g o f)(x) = g(b).
r—a
([l
Teorema 6.10 (Critério de Cauchy para fungoes) Sejam f : X — R uma

fungdo e a € X'. Sio equivalentes as afirmagoes:
(i) existe o limite lim f(x);
r—a

(ii) Ve > 0, 36 > 0 tal que, Vo,y € X : 0< |z —al] <del<|y—al] <§
= [f(x) = fly)l <e.

Demonstragao. (i) = (ii). Suponha que 3 lim f(z) = L. Entdo, Ve > 0,
r—a
36 > 0 tal que, Vo € X tal que 0 < |z — a| < §, implique em |f(z) — L| < §.

Entéo, tome z,y € X tais que 0 < [z —a| < d e 0 < |y —a|] <. Logo,
segue que
@) - Ll <5 e [fy) - LI < 5.
Disso, temos a estimativa:
€

=&
92 )

|f(@) = fWl =1f(@) =L+ L—-fyl<[f(z) - L+ [f(y) — LI < §+

ou seja, vale (ii).

(ii) = (i). Suponha que Ve > 0, 36 > 0 tal que, Vz,y € X : 0 < |z —a|] < d e
0<|y—al<d=|[f(z) - fly)l <e.

Como a € X', i.e., a € R é ponto de acumulagao do conjunto X, pela Pro-

posicao 5.23 segue que existe uma sequéncia (x,) C X tal que z, — a, com
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Ty # a, Yn € N.

Entao, de acordo com a Proposigio 6.6, para provar que 3L = lim f(z),
r—a
basta mostrar que a sequéncia das imagens (f(zy)), é convergente para o

mesmo valor L € R. Ou seja, afirmamos:

Af.: A sequéncia (f(xy)), é convergente.
De fato, dado € > 0, temos, pela hipdtese que 36 > 0, e como z,, — a, para tal
d positivo segue que Ing > 0 tal que Vn > ng, implique em 0 < |z, —al] < 4

(tal diferenga é estritamente maor do que zero pois x,, # a, Vn).
Logo, Vm,n > ng, temos
0<|zn,—al<d e 0<|xy,—al<i,
e entao pela hipétese (ii) temos que

|f(xm) - f(xn)| <g,

isto é, 3L € R tal que f(z,) — L, e entdo pela Proposigdo 6.6 segue (i).



